1 Mathematische Grundlagen

1.1 Hilbertraume

Definition 1 Auf einem Vektorraum V' heifst eine Abbil-
dung s : V x V — C Skalarprodukt genau dann, wenn
qilt

e s ist linear in der zweiten Komponente

Vo, w, e V,a,€C:
s(Z, ot + pw) = as(&, V) + Bs(F, w),

e s ist semilinear in der ersten Komponente

Vo, W, € V,a,0€C:

s(at 4 pu, T) = o s(¥, ) + B s(W, X),

o Vi € V : s(¥,0) > 0, Gleichheit gilt nur fir ¢ = 0
(positive Definitheit),

e VU, W € V : s(U,W) =
Eigenschaft).

s(W, ¥)* (Symmetrie-

Man schreibt das Skalarprodukt als
s(¥, W) = (V]wd).

Einen Vektorraum mit Skalarprodukt heifit Hilber-
traum. Es soll auch die mathematische Eigenschaft der
Vollstandigkeit erwdhnt werden, die ein Hilbertraum
erfiillen mufl. Fiir endlichdimensionale Hilbertraume, in
denen man mit den reellen oder komplexen Zahlen multi-
plizieren kann, ist diese Bedingung immer erfiillt. In den
sonstigen Féllen mul man nachweisen, dafl dies der Fall
ist, bevor man von einem Hilbertraum sprechen kann.

Satz 1 SeiV ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Fiir alle
v eV gilt, daf
(U]v) € R
Beweis: Wegen der Symmetrie ist
(v|v) = (¥]9)".

Dies gilt genau, wenn (¥]7) € R. qged.

Man kann wegen (7]0) € RT eine sogenannte Norm
definieren.

Definition 2 Man nennt die Abbildung auf einem Vek-
torraum V
V=R

eine Norm, wenn gilt

o Vi e Vi ||U|| > 0 und das Gleichheitszeichen gilt nur
fiir den Nullvektor (positive Definitheit),

o Vi eV, A e C: ||A\T|| =|Al]|7] (Homogenitét),

o Vi, W € V : ||U+d| < ||¥]| + ||W|| (Dreiecksunglei-
chung),

Diese Norm hat die Eigenschaften wie der Betrag in den
Zahlenmengen: Sie gibt immer Werte, die grofler-gleich
Null sind, nur der Nullvektor hat Norm Null. Auflerdem
stellt man sich vor, daf§ die Norm eines Vektors so etwas
wie seine Lénge ist. Genaugenommen legt man den Begriff
Lange so fest. Die Norm der Differenz zweier Vektoren ist
dann der Abstand dieser beiden Vektoren.

Definition 3 In einem Vektorraum mit Skalarprodukt,
definiert

19| = (z12)

(1)
eine Norm.

Wenn man nur einen Vektorraum hat, kann man nicht
unbedingt einen Begriff wie Ldnge definieren. Wenn es sich
aber um einen Vektorraum mit Skalarprodukt handelt, so
liefert dies nicht nur die Linge (gegeben durch die Norm),
sondern auch Begriffe wie den Winkel ¢, den zwei Vekto-
ren bilden'. Dazu defniert man?

(U])

COSQO = TS Sn-
1] ||

Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren also Null ist,
so stehen sie im Winkel ¢ = 7/2 zueinander, bilden also
einen rechten Winkel. Dazu sagt man auch, sie seien ortho-
gonal. Das Skalarprodukt hat noch eine weitere wichtige
Eigenschaft.

Man kann zu jedem Vektor ¢ € V eine lineare Ab-
bildung j, : V — C finden. Der sogenannte Rieszsche-
Darstellungssatz garantiert uns, dafl man umgekehrt auch
fiir jede lineare Abbildung h von V auf C einen Vektor in
V findet, so daB j, = h. Diese Abbildung findet man mit
dem Skalarprodukt

—

(@) = (#1).
Das rechtfertigt die Schreibweise

5= 19 = Jv)

und vor allem
Jo = (0] = {v].

Durch diese Schreibweise wird die Definition der linearen
Abbildung j, intuitiv mit dem Skalarprodukt verbunden.
Vektoren werden als Ket bezeichnet und die Linearformen
(-| als Bra. Diese Bezeichnung spielt darauf an, dafl das
Skalarprodukt (-|-) von Klammern eingeschlossen wird,
von brackets. Die Bra-Ket-Schreibweise wurde vom bri-
tischen Physiker P. A. M. Dirac in den zwanziger Jahren
eingefiihrt und erleichert das Rechnen in der Quantenme-
chanik erheblich.

Satz 2 Fir alle v,W € V gilt
[(v]w)] < ||| ||

2)

(Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

IWinkel im allgemeinen werden nur fiir reelle Vektorriume definiert, meist auch dann nur fiir zwei, drei und vierdimensionale Vek-
torrdume. Den Begriff rechtwinkelig bzw. orthogonal weitet man aber auch auf komplexe Vektorrdume aus, in dem man sagt, zwei Vektoren
seien genau dann orthogonal zueinander, wenn das Skalarprodukt der beiden gleich Null ist.

?Dies setzt strenggenommen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung voraus, siehe Gl. (2)



Beweis: Erstens ist fiir jede komplexe Zahl A

0 < 17+ 2312 L (5 + Ad|T + Ad).

Setzt man A = —(w|5)/ ||@]|?, so ergibt sich mit der Linearitét des
Skalarproduktes

0 < (# + Mb|7 + Mb)

O ] o () ) A (| ) A
= (U|V) — “—5 (Ulw) — —— 5 (|v) — ~—5- (w|v)+
[l lll NIl
w|V) (W|0)*
+ S 1y
[
L @l9)?
=Ivll - =—3
[l
Daraus folgt
(@) * < 11912 |12
und damit durch Wurzelziehen die Ungleichung.
ged.

1.2 Hilbertraum und Basisvektoren

Die Komponenten eines Vektors ¥ geben an, wie stark der
entsprechende Basisvektor zum Vektor ¢ beitrédgt. Wenn
die Basisvektoren mit & bezeichnet werden?®, so gilt

U1

U= U2 :U1€1+0252+U3é8+...: E 'Uié%.
: %

Wenn man eine Basis hat, kann man diese orthogo-
nalisieren und normalisieren. Das bedeutet, dafl man die
Vektoren so verdndert, dafl sie alle paarweise senkrecht
aufeinander stehen und jeweils die Linge eins besitzen.
Dies ist mit jeder beliebigen Basis moglich. Danach haben
die Vektoren der Basis {¢¥|k € I C N} folgende Eigen-
schaft

(e¥ehy =0 fallsk #1

und

(*|e"y =1 firalle k € I C N.
Dies bedeutet, dal der Vektor mit dem Index &k nur in der
k-ten Komponente den Eintrag 1 hat, sonst aber Null, so-
fern er in dieser Basis aufgeschrieben wird. Es werden hier
nur noch solche orthonormalen Basen verwendet.

& = (ef)

mit ef =0 falls k # i und ef = 1.

(3)

In dieser Situation kann man das Skalarprodukt zweier
Vektoren folgendermaflen ausrechnen

(@) = (3 ae'|y e;d) =Y aje; (@) =) ajei
i j iy i

Auflerdem ist die Komponente k eines Vektors mit der
Beziehung (3) gegeben durch

(e¥a) = Zef*ai = a.
i

1.3 Operatoren

Auf einem Hilbertraum V kann man Abbildungen definie-
ren.

A: V-V

Hier sollen nur solche Abbildungen betrachtet werden, die
linear sind. Dann nennt man die Abbildungen (lineare)
Operatoren. Wenn man nun das Skalarprodukt und die
Linearitét der Operatoren ausnutzt, so kann man mit der
Basis {€'i € I} schlieflen, daB sich der Vektor @ folgen-
dermaflen mit dem Operator multiplizieren 148t

(@) vA&)
Jjel

= ZU]<ék|Aég>

jel

(e*|AT) =

Dies bedeutet, man kann den Operator A schreiben als
Matrix aus den Elementen

Q5 = <é’l|Aég>

Insbesondere kann man alle Eigenschaften des Opera-
tors durch die Angabe der entsprechenden Matrixelemente
vollstdndig beschreiben. Wir kénnen nun also jede quadra-
tische Matrix als einen Operator auf einem Vektorraum
entsprechender Dimension benutzen und umgekehrt jedem
linearen Operator eine quadratische Matrix zuordnen.

Es gibt besondere Operatoren, die zusétzliche Eigen-
schaften haben. Zum Beispiel findet man zu jedem Ope-
rator A einen sogenannten adjungierten Operator At der
durch folgende Beziehung eindeutig bestimmt ist:

(w|AT) = (AT@|7)  fiir alle 7,7 € V.

Satz 3 Die Elemente azj

Operators At erfillen alTj = a;fi.

der Matrixz des adjungierten

Beweis: Wenn man annimmt, daf8 man eine orthonormale Basis
{€:|i € I C N} kennt, so gilt
al, = (@A) = (AT&|&")* = (&T|A&)* = a];.

ged.

Manche Operatoren haben die Eigenschaft, selbst ihr ad-
jungierter Operator zu sein, also A = Af. Man nennt sol-
che Operatoren selbstadjungiert. Auf der Ebene der Ma-
trixdarstellung bedeutet dies, dafl a;; = aj, erfiillt ist.
Die Diagonalelemente solcher Operatoren miissen deswe-
gen reelle Zahlen sein.

Operatoren kann man auch miteinander verkniipfen,

in dem man sie nacheinander auf einen Vektor anwendet
(AB)¥ = A(BY).

Zu vielen, aber nicht allen Operatoren gibt es einen soge-
nannten inversen Operator A~'. Dieser ist dadurch gege-
ben, daf} gilt

AA"L =1,

wobei 1 ein Operator ist, der jeden Vektor auf sich selbst
abbildet. Er ist gegeben durch eine Matrix, die iiberall den

3Die oben stehende Zahl k ist ein weiterer Index, der den k-ten Basisvektor bezeichnet und nichts mit einer Potenz zu tun hat. Dies ist
notig, da wir die Basisvektoren durchnummerieren, von denen jeder auch noch verschiedene Vektorkomponenten besitzt, die dann mit ef

bezeichnet werden.



Eintrag Null hat, aufler auf der Diagonalen von links oben
nach rechts unten, wo nur Einsen stehen

100
0 1 0
I=10 0 1

Ein weiterer wichtiger Fall sind Operatoren, deren in-
verser Operator gleich dem adjungierten Operator ist. Die-
se bezeichnet man als unitdre Operatoren

U~ =u'

Solche Operatoren haben einige interessante Eigenschaf-
ten. Erstens bleiben bei der Anwendung solcher Operato-
ren die Léngen der Vektoren erhalten

|U7|* = (U3|U7) = (UTUT|5) = (a]7) = ||7]°.

Im besonderen wird kein Vektor auf Null abgebildet aufler
dem Nullvektor selbst. Aulerdem sind die Transformierten
zweier rechtwinkeliger Vektoren auch orthogonal zueinan-
der

(U3|Uw) = (UTUG|W) = (7)) = 0.

Nimmt man nun an, es werde ein unitidrer Operator auf
einen Vektor angewendet, den man in der Basis {€'|i €
I C N} darstellt

il il

Wenn man die Vektoren Ué' = @' umbenennt, so weif
man, daf die Menge {@'|i € I'} nur wechselseitig ortho-
gonale Vektoren der Linge eins enthilt. Auflerdem ist es
moglich, mit dieser Menge jeden Vektor & des Hilbertrau-
mes darzustellen. Dies bedeutet aber, dal die Menge von
Vektoren, die man durch die Transformierten einer ortho-
normalen Basis erhélt, wieder eine orthonormale Basis bil-
den. Die unitédren Operatoren beschreiben also einen Ba-
siswechsel zwischen orthonormalen Basen.

Bestimmte Vektoren stehen in besonderem Zusammen-
hang mit den Operatoren. Es gibt namlich solche Vekto-
ren, die ein Operator wieder auf sich selbst bzw. ein Viel-
faches davon abbildet

AV =\, 0.

Solche Vektoren nennt man Eigenvektoren und die kom-
plexe Zahl A\, € C nennt man Figenwert zum Eigenvektor
¥. Da auch die Gleichung

A =\
17 1]
gilt, nimmt man immer an, dafl die Eigenvektoren die
Lénge eins haben, also normiert sind.

Wir kommen nun nochmals auf die selbstadjungierten
Operatoren zuriick.

Satz 4 1. Die Figenwerte zu einem selbstadjungierten
Operator sind reelle Zahlen.

2. Zwei Figenvektoren mit verscheidenen Figenwerten
eines selbstadjungierten Operators sind orthogonal
zueinander.

Beweis:
1.
Ao = A (0]0) = (U]AT) = (AT]0) = (A, T|0) = AJ.
2. Seien ¥ und W Eigenvektoren des selbstadjungierten Opera-
tors A.
0 = [{AT]D) — (7] AD)| = [Av — Aw] - [{T]T)].
Wenn aber der erste Faktor ungleich Null ist, so mufl
(v)w) = 0.
qed.

Wenn man die Menge der Eigenvektoren zu einer Basis
erginzt, so hat der Operator in dieser Basis Diagonalge-
stalt, d. h. nur die Diagonalelemente sind von Null ver-
schieden. Auf der Diagonalen stehen dann die Eigenwerte,
da

Jeder selbstadjungierte Operator 1483t sich auf diese Weise
in Diagonalform bringen.

Die Menge der Eigenwerte heifl auch das Spektrum des
Operators.



