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Kurzzusammenfassung

In der folgenen Arbeit untersuchen wir eine Variante des Small-World-Modells,
das von Watts und Strogatz entwickelt wurde. Nach einem Uberblick iiber
die aktuelle Diskussion zu Netzwerktypen stellen wir eine Naherung fiir den
Minimalabstand auf Small-World-Graphen auf ein- und zweidimensionalen
Grundgittern vor, vergleichen sie mit numerischen Ergebnissen und erweitern
sie in einem Kontinuumslimes. Wir diskutieren das SI-Modell und formulie-
ren einen Ansatz zu seiner mathematischen Beschreibung auf Small-World-
Graphen. Ein SIRS-Modell wird vorgestellt und die Parameter, unter denen
es zu selbstausgeloster Aktivitéit kommt, werden aus Simulationen bestimmt.
Wir versuchen, diese Ergebnisse zu verstehen.

Abstract

In the following work we study a variant of small-world-network models ac-
cording to Watts and Strogatz. After an overview to the recently discussed
network models we present an approximation for the distribution of minimal
distances of small-world models based on one- and two-dimensional lattices,
compare it to numerical results and extend it to a continuous description.
We discuss the SI-model and give an approach to a mathematical description
on small-world graphs. A SIRS-model is presented, the parameters leading
to self-sustained activity are numerically examined and we try to understand
these results.
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1 Einfiihrung

Netzwerke sind in aller Munde und in den letzten Jahren haben sich eine
Reihe von Moglichkeiten ergeben, Netzwerke auf unterschiedlichste Proble-
me anzuwenden. Obwohl die Netzwerktheorie zu den neueren Feldern von
Mathematik und Physik z&hlt, verbindet sich ihr Ursprung mit einem der
groften Mathematiker aller Zeiten: Leonhard Euler (1707-1783). Wihrend
seines ersten Aufenthaltes in St. Petersburg loste er 1736 das Problem der
sieben Konigsberger Briicken iiber den Pregel und zum Kneiphof. Wesentlich
dafiir war die Formulierung der Aufgabe als topologische Fragestellung. Dies
war die Geburtsstunde der Graphentheorie und eines der ersten Ergebnisse
der Topologie; Euler sprach von geometriam situs, wobei er sich nach eigenen
Angaben einer Wortschopfung Leibniz’ bediente, der bereits zuvor Versuche
angestellt hatte, einen nicht-metrischen Kalkiil zu entwickeln.!

Der ungarische Mathematiker Paul Erdds (1913-96) entwickelte 1959-68
zusammen mit Alfréd Rényi (1921-1970) die Idee der Zufallsgraphen. ? Ne-
ben ihnen trugen in den folgenden Jahren auch andere Mathematiker wichtige
Ergebnisse zum Feld der Zufallsgraphen bei. Aufler seinen eigenen Ergebnis-
sen findet sich bei BOLLOBAS (1998, 2001) auch eine Zusammenfassung der
Graphentheorie.

1967 stellte der Psychologe Stanley Milgram (1933-1984) einen Test der
These, daf§ sich alle US-Amerikaner , iiber sechs Ecken®“ kennen, vor: Er sand-
te 60 Briefe zu Anfangspersonen in Wichita, Kansas mit dem Auftrag, diese
einer Zielperson in Cambridge, Massachusetts zukommen zu lassen, welche
mit Namen, ungefihrem Wohnort und Beruf beschrieben war. Allerdings
gab es die Einschriankung, den Brief nur an Personen weiterzugeben, die
man personlich (first name basis) kannte. Auf dem Brief sollte jede Station
vermerkt werden (MILGRAM 1967).

Milgrams Ergebnis war, dafl die Briefe, die die Zielperson erreichten,
im Mittel iiber fiinf Stationen gelaufen waren. Dies testet allerdings neben
der Existenz solcher kurzer Verbindungen auch die Moglichkeit, solche ohne
Kenntnis des Gesamtnetzwerkes aufzufinden, weshalb man vermuten konnte,
daf} die tatséchlich kiirzeste Verbindung eher kiirzer als fiinf ist. Andererseits
sind nur drei Briefe angekommen. Da es wahrscheinlicher ist, dafl ein Brief
auf einem Weg mit vielen Stationen verloren geht, konnte dies den Mittelwert

L [...] primus mentionem fecit Leibnitzius, quam Geometriam situs vocavit®, (EULER
1736, 128). Der Begriff Topologie geht auf Johann Benedikt Listing zuriick, der ihn 1847
erstmals verwendete. Siehe
www.gis-tutor.de/theorie/grundlag/topologi/topologie.htm

2Einen Uberblick iiber die Entwicklung und eine Auflistung der entsprechenden Orgi-
nalarbeiten findet sich bei KARONSKI und RUCINSKI (1997).
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kiinstlich abgesenkt haben. In nachfolgenden Experimenten konnte die Ra-
te der ins Ziel kommenden Briefe von 5% auf bis zu 97% gesteigert werden;
allerdings scheint sie empfindlich von den Rahmenbedingungen abzuhingen.?

In jedem Fall ist es erstaunlich, dal — bei etwa 200 Millionen US-Amerika-
nern im Jahre 1967 — durchschnittliche ,,Laufzeiten® im einstelligen Bereich
gefunden wurden. Das Prinzip der Trennung tiber sechs Grade (six degrees of
separation) ist der vielleicht bemerkenswerteste Charakterzug der sogenann-
ten small-world — ebenfalls ein von Milgram gepragter Begriff — und hat die
Phantasie von Mathematikern und Physikern angeregt.

Inhalt der vorliegenden Arbeit

Die folgende Arbeit stellt Netzwerke und dynamische Prozesse darauf vor.

In Kapitel 2 werden Grundbegriffe fiir die Beschreibung von Netzwerken
definiert. AnschlieBend gibt Kapitel 3 einen Uberblick iiber reale Netzwerke
und zeigt, welche strukturellen Eigenschaften sie aufweisen.

In Kapitel 4 werden die derzeit meistdiskutierten Netzwerkmodelle be-
sprochen. Im Mittelpunkt wird das Small-World-Modell stehen, wie es von
WATTS und STROGATZ (1998) entwickelt wurde. Um dieses Modell und seine
Bedeutung fiir die Netzwerktheorie besser einordnen zu kénnen, werden auch
Zufallsgraphen nach Erdés und Rényi und skalenfreie Graphen vorgestellt.
Einige aktuelle Ansétze, die verschiedene zusétzliche Aspekte realer Netz-
werke erfassen, werden ebenfalls erlautert. Detalliert werden die bisherigen
Versuche dargestellt, die Verteilung der minimalen Abstédnde in Small-World-
Graphen zu berechnen.

In Kapitel 5 wird vor allem der Kontinuumsansatz von NEWMAN et al.
(2000) nachvollzogen, der eine approximative Losung der Verteilung der Mi-
nimalabsténde (mittels Molekularfeldndherung) im eindimensionalen Small-
World-Graphen liefert (Abs. 5.2). Danach wird ein neuer Ansatz zur Be-
rechnung dieser Verteilung vorgestellt, der nicht auf den eindimensionalen
Fall beschrankt ist (Abs. 5.3). Er liefert ein Iterationsverfahren, dessen Er-
gebnisse mit Simulationen fiir den ein- und zweidimensionalen Small-World-
Graphen verglichen werden. Diese Iterationsgleichungen befinden sich in sehr
guter Ubereinstimmung mit den numerischen Daten fiir einen grofen Para-
meterbereich. Die Iterationsgleichungen veranlassen zu der Annahme, dafl

3Uber die richtige Interpretation von Milgrams Ergebnissen gibt es bis heute eine an-
geregte Diskussion.
http://en.wikipedia.org/wiki/Small_world_experiment
http://cms.psychologytoday.com/articles/pto-20020301-000038.html
www.uaf.edu/nothern/big_world.html
(WATTS 2003, 18f).



der Verlauf der gesuchten Verteilung bis auf eine Umskalierung durch die
Zahl der Fernverbindungen bestimmt ist, was sich in numerischen Unter-
suchungen bestétigt. In der Konsequenz kann ein Kontinuumslimes durch-
gefiithrt werden, wenn die Zahl der Fernverbindungen konstant gehalten wird.
Die Verteilung der Minimalabstéinde im Kontinuumslimes wird fiir das ein-
dimensionale Small-World-Modell mit numerischen Ergebnissen und mit der
Molekularfeldndherung von NEWMAN et al. (2000) verglichen. Es zeigt sich,
daf3 die beiden Naherungen den selben Einschrankungen unterliegen d. h. den
selben Giiltigkeitsbereich besitzen, dafl aber das hier vorgestellte Vorgehen
den Verlauf der Verteilung besser beschreibt. In zwei Dimensionen wurde ei-
ne gute Ubereinstimmung der Niherung mit den numerischen Daten fiir den
gesamten Parameterbereich gefunden.

Das Skalenverhalten wurde zudem auch fiir den Fall grofler Zahlen von
Fernverbindungen untersucht.

Abschnitt 5.5 beschéftigt sich mit der Frage, wie die Wahrscheinlich-
keit, zwischen zwei Knoten einen bestimmten Minimalabstand zu finden, mit
dem Gitterabstand zusammenhéngt. Es wird gezeigt, daf§ im Small-World-
Netzwerk beliebiger Dimension neben der Kenntnis der Verteilung der Mini-
malabsténde keine weiteren Informationen notwendig sind, um den gesuchten
Zusammenhang zu berechnen.

Dynamische Prozesse stehen im Mittelpunkt des 6. Kapitels. Neben Per-
kolationsphédnomenen kommen verschiedene Modelle fiir die Ausbreitung von
Krankheiten und Epidemien bzw. fiir neuronale Aktivitdt zur Sprache. Das
SI-Modell wird im ein- und zweidimensionalen Fall des Small-World-Graphen
besprochen und Ansétze zu seiner Losung werden vorgeschlagen. Aufbauend
auf dem SIRS-Modell wird ein vereinfachtes Modell neuronaler Aktivitat vor-
gestellt. Es wird gezeigt, dafl dieses eine Phase selbstausgeloster Aktivitét
besitzt, wie sie bei ROXIN et al. (2003) diskutiert wurde. Die Grenzen dieser
Phase werden besprochen und Ansétze zu ihrer mathematischen Beschrei-
bung dargestellt.

Im abschliefenden Kapitel 7 soll ein kurzer Blick auf die bisherigen FEr-
gebnisse der Neurophysiologie geworfen werden, um zu sehen, welche Per-
spektiven sich auf der Grundlage der besprochenen Modelle ergeben, solche
Ergebnisse zu verstehen.
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2 Begriffe

Graphen bestehen aus Knoten (ENGL. nodes oder vertices) und Verbindungen
bzw. Kanten (ENGL. links, edges oder arcs). Folgende Definition folgt WATTS
(2003).

Definition 1 Fin ungerichteter Graph I' bestehe aus einer nichtleeren Men-
ge M, deren Elemente Knoten genannt werden, und einer ungeordneten Liste
von Paaren dieser Knoten L. Ein solches Paar wird Verbindung oder Kante
genannt. Man schreibt fir die Knotenmenge K(I') = M wund die Verbin-
dungsmenge V(I') = L

Wenn nichts anderes gesagt wird, ist im folgenden immer von ungerichteten
Graphen die Rede.

Obige Definition bedeutet, man hat es mit einer diskreten Struktur zu
tun; dies bleibt selbst dann der Fall, wenn man nicht nur Verbindungen von
einheitlicher Lange und Stérke zuléfit, sondern auch verschieden stark ausge-
préagte oder gerichtete Verbindungen betrachtet. Dies deutet bereits auf eine
der Schwierigkeiten hin, die beim Versuch eines Kontinuumslimes auftreten
werden: Im Kontinuumslimes wird die diskrete Struktur des Graphen verlo-
ren gehen und damit eine Reihe seiner wesentlichen Charakteristika. Solch
ein Grenziibergang ist deswegen nur moglich, wenn ebendiese Eigenschaften
nicht von Interesse fiir die Fragestellung sind.

Man kann nun versuchen, den Graphen zu charakterisieren. Seien bei-
spielsweise zwei Knoten iiber die Verbindungen miteinander verbunden, so
kann gefragt werden, wie viele Verbindungen dazu mindestens abgelaufen
werden miissen.

Definition 2 Sei I' ein Graph. Der Minimalabstand dr(i,7) (kurz d(i,7))
zweier Knoten i,5 € K(I') sei die Mindestanzahl an Verbindungen, die man
tberqueren mufs, um von i nach j zu laufen. Wenn i und j unverbunden sind,
so werde dr(i,7) = oo gesetzt.

Mit dieser Definition ist d(7, j) keine Metrik, da es den Wert unendlich an-
nimmt. Dies ist vor allem deswegen problematisch, weil es so nicht moglich
ist, sinnvoll das arithmetische Mittel {iber die d(i, j) zu bilden.

Definition 3 FEin Graph I' heiffe totalverbunden, falls d(i,j) < oo fiir alle
i,j € K(I).

Fiir totalverbundene ungerichtete Graphen ist d(i, j) eine Metrik. Falls die
Definition jedoch auf gerichtete Netzwerke angewendet wird, deren Verbin-
dungen nur in einer Richtung durchlaufen werden diirfen, ist d(i, 7) asymme-
trisch.



Hier wurden alle Verbindungen als gleichlang betrachtet. Es ist aber auch
moglich, gewichtete Verbindungen zuzulassen. Niheres dazu findet sich bei
NEWMAN (2004).

Eine globale Eigenschaft des Graphen ist das arithmetische Mittel* aus
d(i,7) iiber alle Paare von Knoten, die als charakteristische Weglinge ¢
(ENGL. shortest-path length, chemical distance) bezeichnet wird.

Definition 4 Es sei I' ein Graph. Firi € K(I') ist die Nachbarschaft ® (1)
die Menge der Knoten, die mit i verbunden sind (ohne i selbst).

Definition 5 Enthalte ®(i) genau k; Elemente, und gebe es m; Verbindun-
gen unter den Elementen von ®(i). So sei der Cliquenkoeffizient (ENGL.
clustering coefficient, cliquishness) definiert als

ki(k; — 1)

Er liegt immer zwischen 0 und 1. Sein Mittelwert iiber den gesamten Graphen
beschreibt eine lokale Eigenschaft des Graphen, ndmlich wie stark die Bildung
von ,,Cliquen® ausgepragt ist.

MARCHIORI und LATORA (2000) haben darauf hingewiesen, dafl mit dem
Begrift der Verbindungslinge (,,connectivity length®) eine Vereinheitlichung
der lokalen Beschreibung durch den Cliquenkoeffizienten und der globalen
Beschreibung durch die charakteristische Weglénge moglich sei, was zu einer
harmonischen Beschreibung von Netzwerken fiihre.

Eine weitere Eigenschaft einzelner Knoten ist der Verkniipfungsgrad.

Definition 6 Sei i € K(I') und habe k; Verbindungen zu anderen Knoten,
so wird k; Verkniipfungsgrad (ENGL. node degree) des Knoten i genannt.

Gleichzeitig gibt der Verkniipfungsgrad auch an, aus wie vielen Knoten die
Nachbarschaft ®(i) besteht. Oft ist auch von der Verteilung des Verknii-
pfungsgrades im Graphen die Rede. Im Fall gerichteter Graphen mufl zudem
noch zwischen dem Grad ein- und ausgehender Verbindungen unterschieden
werden.

Definition 7 Sei I' = {M, L} ein Graph. Der Graph v = {m, 1} heifle Un-
tergraph von I, fallsm C M und [ C L.

4Tats#chlich wird die charakteristische Weglinge etwas anders definiert, da es nume-
risch aufwendig ist, das arithmetische Mittel zu berechnen. Siehe dazu (WATTS 2003,
27-30).



Prinzipiell geniigt es zur Beschreibung eines Netzes, eine Liste der Kno-
ten und Verbindungen zu erstellen. Eine Lokalisierung z. B. der Knoten muf3
nicht gegeben sein. In vielen Fillen ist der Graph jedoch in eine niedrigdi-
mensionale Geometrie (1D, 2D oder 3D) eingebettet. Dann gibt es fiir zwei
Knoten ¢ und j neben dem Minimalabstand auch noch den euklidischen Ab-
stand in der Einbettungsgeometrie.



3 Reale Netzwerke

Die folgenden Beispiele sollen einen Uberblick iiber die geldufigsten Beispiele
von realen Netzwerken geben. Weitere Zusammenfassungen finden sich in
AMARAL und OTTINO (2004) und AMARAL et al. (2000) und besonders bei
DOROGOVTSEV und MENDES (2002) und ALBERT und BARABASI (2002).
Aus diesen beiden Artikeln stammen auch folgende Beispiele.

Das Netzwerk wissenschaftlicher Zitate

Wenn man einen wissenschaftlichen Artikel oder ein Buch als Knoten be-
trachtet und die Verweise auf andere Veroffentlichungen als ausgehende Ver-
bindungen ansieht, so erhédlt man einen gerichteten Graphen. Der Grad fiir
ausgehende Verbindungen eines bestimmten Artikels ist zeitlich konstant
(wenn man Neuauflagen etc. ausschlieBt), wihrend der Grad eingehender Ver-
bindungen zunimmt, jedoch vermutlich nach einer gewissen Zeit eine Satti-
gung erfahren wird.

Das Netzwerk der vom Institute of Scientific Information fiir den Zeit-
raum 1981-1997 erfafiten Verdffentlichungen und das von Physical Review
D, Bénde 11-50 zwischen 1975 und 1994 (24 296 Artikel) wurden untersucht.
Jenes beinhaltet 783 339 Artikel, in denen 6 716 198 Verweise aufeinander ent-
halten sind; der meistzitierte Beitrag wurde in 8904 Féllen erwéhnt. Dieses
verfiigt iiber 351 872 Zitierungen. Die Verteilung des Grades eingehender Ver-
bindungen wurde durch ein Potenzgesetz beschrieben P(k;) oc k; , wobei die
Gesamtzahl der Artikel zu gering ist, um einen exakten Wert des Exponenten
angeben zu konnen (DOROGOVTSEV und MENDES 2002; REDNER 1998).

Es wurde zudem gezeigt, dal die Artikel besonders héufig zitiert werden,
auf die bereits sehr hiufig verwiesen wurde. Diese Form der bevorzugten Ver-
bindung wird spéater noch eine grofle Bedeutung fiir die Modellierung solcher
Graphen haben (Abs. 4.4).

Netzwerk der Zusammenarbeit

Ein sehr beliebtes Beispiel fiir Netzwerkstrukturen ist des Netzwerk von
Schauspielern, die in einem gemeinsamen Film zu sehen waren. Bekannt wur-
de es durch das Kevin Bacon-Spiel. Dabei gibt es zwei Arten von Knoten
(weswegen auch von einem bipartiten Graphen gesprochen wird): Die Filme
und die Schauspieler. Jeder Schauspieler wird mit allen Filmen verbunden,
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bei denen er mitgewirkt hat. Verbindungen sind also nur zwischen den ver-
schiedenen Knotentypen méglich.

Ahnliche Graphen kann man zum Beispiel aus wissenschaftlichen Arti-
keln und den beteiligten Autoren bilden (hier sind nicht mehr die Zitate die
Verbindungen).

Bipartite Graphen konnen auf Graphen mit nur einer Sorte von Knoten
projiziert werden (vgl. Abb. 3.1).

Abbildung 3.1: Bipartiter Graph (a) und Projektion (b)

In der Projektion des Graphen der Filmzusammenarbeit wurden 225 226
Schauspieler betrachtet, der durchschnittliche Grad ist (k) = 61, die cha-
rakteristische Weglidnge ist ¢ = 3,65, was nahe am Wert des Zufallsgra-
phen mit gleichem (k) und N ist (¢4na = 3,00). Der Cliquenkoeffizient ist
mit C' = 0,79 erheblich grofer als der des vergleichbaren Zufallsgraphen
Crana = 0,00027.

Internet

Das Internet ist (zusammen mit dem WWW) das wohl beliebteste Beispiel
realer Netzwerkstrukturen. Die Knoten des Internets sind die Computer der
Nutzer (Host), der Netzanbieter (Server) und der sogenannten Router, die
fiir den Austausch der Daten sorgen. Es kann auf der Ebene der Router
betrachtet werden oder auf der Ebene der Domains, die mehrere Hosts zu



einem einzigen Knoten zusammenfassen. Es wurden vielfiltige Untersuchun-
gen durchgefiihrt und regelméfig erscheinen neue, da sich das Internet mit
groBer Geschwindigkeit entwickelt (VAZQUEZ et al. 2002). Es zeigte sich, daf
das Internet ebenfalls eine Gradverteilung P(k) o< k=7 mit v zwischen 2,2
und 2,5 aufweist. Der durchschnittliche Grad liegt bei etwa 4, der Cliquen-
koeffizient bei 0,18 bis 0,3 (Crang = 0,001). Die charakteristische Wegliange
¢ = 3,7 liegt im Bereich des entsprechenden Zufallsgraphen® /4,4 = 2, 99.

Das Internet ist in einer weiteren Hinsicht von besonderem Interesse: Es
handelt sich um einen Graphen, der physikalisch existent ist und damit ei-
ne natiirliche Einbettungsgeometrie hat, im Gegensatz zu den Zusammenar-
beitsgraphen. Es wurde von GASTNER und NEWMAN (2004b) darauf hinge-
wiesen, dafl dies direkten EinfluBl auf die Netzwerkarchitektur hat (vgl. 4.6).

World Wide Web

Das WWW ist das grofite Netz, zu dem umfassende Daten beziiglich der
Struktur vorliegen. Die Knoten sind die Seiten (ENGL. homepage), wihrend
die gerichteten Verbindungen aus Verweisen (ENGL. link) auf andere Sei-
ten bestehen. Besonderes Interesse ruft das WWW hervor, weil es keiner
vorgegebenen Architektur folgt, sondern stets von verschiedenen Individuen
unabhéngig erweitert wird. Trotz dieses dezentralen Wachstums zeigte sich,
daf} auch das WWW einigen bekannten Strukturmerkmalen folgt.

Generell kann es eingeteilt werden in vier Teile: Erstens einen Kern, der
die meistbesuchten Seiten enthélt. Dieser Kern ist totalverbunden. Zweitens
die Teile des WWW, die zwar vom Kern aus erreicht werden koénnen, aber
keinen , Riickweg® zulassen; drittens die Teile, die nicht vom Kern erreicht
werden konnen, aber einen Zugang zum Kern haben und viertens die Teile,
die génzlich isoliert sind vom Kern (KLEINBERG und LAWRENCE 2001).

Uber mehrere GroBenordnungen folgt die Verteilung der Verkniipfungs-
grade einem Potenzgesetz mit Exponent v ~ 2,1. Um den Cliquenkoeffi-
zienten zu berechnen, mufl man von der Richtung der Verbindungen abse-
hen (oder die Definition modifizieren). Das Ergebnis liegt mit C' = 0, 1078
deutlich iiber dem Wert des zugehorigen Zufallsgraphen Cl.,q = 0,00023.
Abschéitzungen der charakteristischen Weglénge liegen im Bereich von ¢ = 20
fiir 200 Millionen Seiten umfassende Stichproben.

5Wenn hier und im folgenden von dem wergleichbaren Zufallsgraphen gesprochen wird,
so ist der Zufallsgraph (vgl. auch Def. 8) mit gleicher Knotenzahl und gleichem mittleren
Verkniipfungsgrad gemeint.
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Sexualkontakte

Die Untersuchung dieses Netzwerkes ist im Zusammenhang mit geschlechtlich
iibertragbaren Krankheiten besonders forciert worden. Es zeigte sich, daf3
auch hier die Verteilung der Grade einem Potenzgesetz gehorcht mit dem
Exponenten v ~ 3,4.

Metabolische Netzwerke

Solche Netzwerke sind ein Spezialfall von den Netzwerken chemischer Re-
aktionen. Dabei sind die Reaktionsteilnehmer die Knoten und werden ver-
bunden, wenn sie an einer gemeinsamen Reaktion beteiligt sind. Dies kann
auch gerichtet geschehen, indem die Verbindungen von den Edukten zu den
Produkten zeigen. Ein Beispiel fiir ein solches metabolisches Netzwerk ist
das Bakterium FEscherichia coli, das aus 282 Knoten besteht und hier als
ungerichtet betrachtet wird. Der durchschnittliche Grad betriagt (k) = 7,
die charakteristische Weglénge ¢ = 2,9, der Cliquenkoeffizient C' = 0,3 >
7/282 = 0,025 = Cprana-

Trotz der relativen Kleinheit solcher metabolischer Netzwerke geht man
heute davon aus, daf§ ihre Gradverteilung Potenzverlauf besitzt (RAVASZ
et al. 2002; VAZQUEZ et al. 2004).

Zudem wurde festgestellt, dafl in metabolischen Netzwerken auch der Cli-
quenkoeffizient einem Potenzgesetz geniigt

C(k) o k=°.

Neuronale Netzwerke

Die Topologie neuronaler Netze wurde bislang vor allem am Beispiel des Ne-
matodenwurms Caenorhabditis elegans studiert, von dem ein vollstandiger
Plan vorliegt. Es verfiigt iiber 282 Knoten (den Nervenzellen), die verbunden
sind, falls ein synaptischer oder sonstiger Kontakt vorliegt. Der durchschnitt-
liche Grad ist (k) = 14, die Verteilung der Grade fillt exponentiell ab (AMA-
RAL et al. 2000), die charakteristische Weglénge ist £ = 2,65. Auch hier ist
der Cliquenkoeffizient deutlich hoher als im entsprechenden Zufallsgraphen
C'=0,26>0,05=14/282 = Crypa-
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Sonstige Netzwerke

Es gibt noch eine Reihe weiterer Beispiele von Netzwerken. So wurden als
Beispiele sozialer Netzwerke die Kontakte von amerikanischen Mormonen
und Hochschulabsolventen untersucht (AMARAL et al. 2000).

Besonderes Interesse, gerade nach dem grofien Stromausfall an der ameri-
kanischen Ostkiiste, hat auch das Stromnetzwerk hervorgerufen, das zudem
ein wichtiges Beispiel fiir ein eingebettetes Netzwerk ist (RAVASZ und Ba-
RABASI 2003). Weitere eingebettete Netzwerke sind das Netzwerk der di-
rekten Flugverbindungen und das Straflennetz (GASTNER und NEWMAN
2004b).

Desweiteren wurden Erndhrungsketten als Netzwerke beschrieben, das
Zusammenspiel von Proteinen, die Verwendung von Worten, sowie das Tele-
phonnetzwerk.
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4 Strukturen und Topologie

Im folgenden sollen, wenn es nicht ausdriicklich anders erwdhnt wird, die
Graphen keine gerichteten oder gewichteten Verbindungen besitzen. Es wer-
den einige vieluntersuchte Modelle vorgestellt. Eine Zusammenfassung findet
sich in NEWMAN (2000), STROGATZ (2001), DOROGOVTSEV und MENDES
(2002), ALBERT und BARABASI (2002) und AMARAL und OTTINO (2004).

4.1 Reguliare Gitter

Ein extremes Beispiel eines Graphen ist ein reguldres Gitter. Solche Gitter
sind zum einen als Grenzfall von Netzwerkarchitekturen von Bedeutung, an-
dererseits werden einige Modelle ausgehend von Gittern konstruiert.

Bei Gitterstrukturen ist die Verbindung zu einer Einbettungsgeometrie
besonders offensichtlich: Ausgehend von einer regelméfligen Anordnung von
Knoten in einem d-dimensionalen Raum werden dann nach festen, transla-
tionsinvarianten Regeln Verbindungen gekniipft. Im einfachsten Fall werden
die Knoten mit den jeweils in den d Richtungen nichsten Nachbarn verbun-
den, so dafl jeder Knoten 2d Verbindungen erhélt. Oft werden aber auch
Verbindungen mit den {iber-, iiberiibernéchsten usw. bis zum [-ten Knoten
gekniipft, wobei nur Verkniipfungen parallel zu den d Gitterachsen gekniipft
werden (Abb. 4.1). Dann hat jeder Knoten im Gitter 2dl Verbindungen. Die-
ses Verkniipfungsschema entspricht dem iiblichen Vorgehen in den Artikeln
zu Small-World-Graphen (NEWMAN und WATTS 1999b).

Abbildung 4.1: Verkniipfung eines Knotens in einem zweidimensionalen Gitter mit [ = 3.

Die charakteristische Wegldnge in einem Gitter wéchst linear mit der
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Grofle des Systems. Der Cliquenkoeffizient betréigt beispielsweise im eindi-
mensionalen Fall fiir [ > 2

3(1—1)

022(2l—1)'

In jedem Fall ist er unabhéingig von der Systemgrofe L¢.

4.2 Zufallsgraphen

Klassische Zufallsgraphen

Klassische Zufallsgraphen werden auf zwei verschiedenen, aber dquivalenten
Wegen eingefiihrt:

Definition 8 Es sei En,, die Menge der Graphen mit n Verbindungen und
N wunterscheidbaren Knoten. Maximal kénnen N(N —1)/2 Verbindungen ge-
bildet werden. Also gibt es

n

(N(N —1) /2)

Graphen mit N Knoten und n Verbindungen. Es werde zufillig ein Element
I'ny € Eng ausgewdhlt, das Zufallsgraph heifle.

Definition 9 Seien N unterscheidbare Knoten vorgegeben und jede der maég-
lichen N(N —1)/2 Verbindungen sei mit der Wahrscheinlichkeit ¢ realisiert.
So heifSe der sich ergebende Graph Zufallsgraph I'y 4

Der Graph wird dann im Mittel (n) = ¢N(N — 1)/2 Kanten besitzen. Die-
ses Modell wird als Binomialmodell bezeichnet und geht auf E. N. Gilbert
zuriick, wahrend die erste Definition eines Zufallsgraphen von Erdos selbst
stammt (KARONSKI und RUCINSKI 1997); die Aquivalenz der beiden Modelle
wurde von BOLLOBAS (2001) nachgewiesen. Die Wahrscheinlichkeit, auf die-
sem Weg einen speziellen Graphen I'y,, mit N Knoten und n Verbindungen
zu bekommen, ist

n N(N-1) _n

P(Tny) =¢"(1—¢) 2 :
Zufallsgraphen sind ein Beispiel fiir Graphen, die keine vorgegebene Bezie-
hung zu einer Einbettungsgeometrie besitzen. Natiirlich ist es moglich, jedem
Knoten eines Zufallsgraphen eine Position in einem beliebigen Raum zuzu-
ordnen, der seinerseits eine Metrik besitzen kann. Dazu sind aber weitere
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Annahmen noétig, die sich nicht aus der Konstruktion des Zufallsgraphen
selbst ergeben.

Im Mittelpunkt des Interesses bei Zufallsgraphen steht der Grenziiber-
gang N — oo.

Definition 10 Fast jeder Zufallsgraph I' € En 4 mit ¢(N) habe die Eigen-
schaft E, wenn die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Graph aus En die Eigen-
schaft E besitzt, fir N gegen unendlich gegen 1 konvergiert.

Bereits Erd6s und Rényi fanden heraus, dafl viele Eigenschaften (z. B. die Ei-
genschaft, dafl je zwei Knoten iiber einen Pfad von Verbindungen verbunden
sind) von Graphen sehr plotzlich auftreten, daf es also in vielen Féllen eine
kritische Wahrscheinlichkeit ¢.(N) gibt, die die Grenze des Bereichs angibt,
in denen eine Eigenschaft bei fast jedem Graphen auftritt.

Definition 11 Gelte fiir die Wahrscheinlichkeit, die Eigenschaft E anzu-

treffen,
0 wenn o), 0
Nhinoo Py n(E) { 1 wenn SN

so heifle ¢.(N) kritische Wahrscheinlichkeit der Eigenschaft E.

ALBERT und BARABASI (2002) weisen darauf hin, daf} es einen wesent-
lichen Unterschied zwischen dieser ¢.(/N) und der aus der Perkolationstheo-
rie bekannten kritischen Wahrscheinlichkeit gibt: Wahrend in der Perkolati-
onstheorie von einem festen N und fester endlicher Dimension ausgegangen
wird, sind Zufallsgraphen per definitionem unendlichdimensional im Grenz-
fall N — o0, da die Zahl der moglichen Nachbarn in diesem Fall gegen unend-
lich geht. Der Grenzwert ¢. = limy_,o ¢.(N), den man in der Perkolations-
theorie bildet, setzt die Existenz von ¢, voraus, die aus der Unabhéngigkeit
der Perkolationsschwelle von der Sytemgrofle folgt. In endlichdimensionalen
Systemen ist dies meist der Fall (SCHWABL 2000, 341), nicht aber im Fall
von Zufallsgraphen. Es wird sich zeigen, daf§ fiir bestimmte Eigenschaften
¢e(N — 0) — 0. Zur Perkolationstheorie auf Netzwerken vgl. Abschnitt 6.1.

Eine der interessantesten Fragen in bezug auf Zufallsgraphen ist, bei wel-
cher kritischen Wahrscheinlichkeit ¢.(N) fast alle Graphen totalverbunden
sein werden bzw. bestimmte Untergraphen anzutreffen sein werden. Dazu
werden einige Typen von Graphen eingefiihrt.

Definition 12 FEin Zykel [-ter Ordnung se: eine geschlossene Schleife mat [
Kanten, so daf$ jeder Knoten exakt den Verkniipfungsgrad 2 besitze.
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Abbildung 4.2: Graphentypen: Zykel der Ordnung drei (f), vier (a) und sechs (b), Bidume
der Ordnung sechs (¢, e) und acht (d) und totalverbundene Graphen der Ordnung drei (f)
und sechs (g).

Ein Graph heiffe Baum [-ter Ordnung, wenn erl Knoten undl—1 Kanten
enthdlt und totalverbunden ist. Fin solcher Graph hat den durchschnittlichen
Grad (k) =2 —2]1

Ein vollstandiger Graph der Ordnung [ sei ein Graph, der | Knoten und
alle maglichen I(1 — 1)/2 Verbindungen enthalte.

Ab welchem ¢.(N) wird man in I" einen oder mehrere Untergraphen eines
bestimmten Typs finden? Und wie viele? Darauf hat Bollobas eine Antwort
gegeben.

Satz 1 Die kritische Wahrscheinlichkeit in fast allen Graphen I' € En 4 eine
Zahl von r Untergraphen in Form von Bdumen [-ter Ordnung zu finden, ist

pe(N) oc N7V,

Die kritische Wahrscheinlichkeit in fast allen Zufallsgraphen I' € En 4
eine Zahl von r Untergraphen in Form von Zykeln zu finden, ist

¢e(N) oc N7*

und damit unabhdngig davon, welcher Ordnung die Zykel sind.
Die kritische Wahrscheinlichkeit in fast allen Graphen I € En 4 eine Zahl
von 1 vollstindige Untergraphen zu finden, ist

Pe(N) oc N~ =D,
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Beweis: Es sei I' € Ey 4 ein Zufallsgraph. Sei S ein weiterer (kleinerer)
Graph mit L Knoten und [ Kanten. Die L. Knoten kénnen aus den N Knoten
auf N iiber L verschiedene Moglichkeiten ausgewéhlt werden und es gibt L!/a
Moglichkeiten, die Kanten einzufiigen, wobei a die Méachtigkeit der Automor-
phiegruppe von S ist. Jede Kante wird mit der Wahrscheinlichkeit ¢ gebildet,
so dafl die Anzahl der Untergraphen des Typs S den Erwartungswert

Ll
B(X) = @) Dy N9

a a
besitzt. Daraus ist ersichtlich, daf fir ¢ = ¢N~® mit « > L/l der Erwar-
tungswert limy_,» £(X) = 0. Einen endlichen Wert E(X) = %l erhilt man
fiir

o= CN_L/I,

so daB man dann bei fast allen Graphen von ¢! /a Untergraphen des Typs S
ausgehen kann. Damit E(X) = r ist, muB ¢ = (ar)"/! gelten. Ein allgemeine-
rer Beweis findet sich bei BOLLOBAs (2001, 79-80). ged.

In einem Zufallsgraphen I' € &y 4 werde ein Knoten ¢ betrachtet. Die
Wahrscheinlichkeit, da3 £ bestimmte Kanten ihn mit anderen Knoten ver-
binden, ist ¢*, die, da8 die iibrigen moglichen Kanten nicht existieren, ist
(1 — ¢)N=1=%*_ Wenn es sich nicht um bestimmte sondern beliebige k¥ Kan-
ten handeln darf, kann noch permutiert werden, was N — 1 iiber k£ weitere
Moglichkeiten ergibt. Also folgt der Grad k; der Knoten in einem Zufallsgra-
phen der Binomialverteilung

Pl =b = (V7 )bt

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X}, die die Anzahl von Knoten mit
Grad k im Graphen zéhlt, ist folglich

E(Xy)=NP(k;=k)=N (Nk_ 1) P (1 — p)N TR = A,

Die Verteilung der Verkniipfungsgrade ist nun die Wahrscheinlichkeit eine
bestimmte Zahl r an Knoten mit Grad k zu finden P(X = r). Diese nihert
sich einer Poissonverteilung an.

Der mittlere Grad im Zufallsgraph I' € Ey 4 ist (k) = ¢(N — 1) (bzw.
fir I' € Enyp ist (k) = 2n/N). Zufallsgraphen haben die Eigenschaft zu
streuen, dies bedeutet: Bei einem mittleren Grad (k) kann man annehmen,
in einem Abstand [ von einem festen Punkt 7 ungefihr (k)! Knoten zu finden,
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solange [ kleiner ist als die charakteristische Wegléinge /,,,4. Daraus kann
man schlieBen man schliefen (k)“ad ~ N, woraus fiir die charakteristische
Weglédnge im totalverbundenen Graphen folgt

In N

Crand  ——. 41
7 In(k) (4.1)

Man betrachte die Nachbarschaft eines Knoten ¢ im Graphen I' € En 4.
Die Wahrscheinlichkeit, dafl zwei bestimmte Knoten in der Nachbarschaft
untereinander verbunden sind, ist genau ¢. Damit ergibt sich der Cliquenko-
effizient zu

()
Crand - ¢ - m

Die Ergebnisse fiir Zufallsgraphen bestehen darin, dafl viele Eigenschaften
sehr plotzlich auftreten. Weiterhin ist die charakteristische Weglénge klein ge-
gen die Netzwerkgrofle, bzw. wichst nur logarithmisch mit der Knotenzahl.
Solche kurzen Weglangen werden in realen Netzwerken beobachtet (vgl. Abs.
3). Der Cliquenkoeffizient ist klein, was kein Charakterzug der meisten rea-
len Netzwerke ist. Schlieflich ist die Verteilung der Verkniipfungsgrade eine
Poissonverteilung, was ebenfalls in vielen realen Netzwerken nicht wiederge-
funden wird.

Verallgemeinerte Zufallsgraphen

Um die Abweichungen der Eigenschaften von Zufallsgraphen von realen Netz-
werken zu minimieren, wurde eine Erweiterung des Models vorgeschlagen:
Die Graphen sollten einer vorgegebenen Gradverteilung folgen, ansonsten
aber weiterhin vollig zufillig sein. Da, wie in Abschnitt 3 ausgefiihrt, vie-
le Netzwerke eine Gradverteilung der Art P(k) o k=7 aufweisen, ist dies
die iiblicherweise untersuchte Verteilung. Siehe dazu Abschnitt 4.4. Die Er-
gebnisse in Abschnitt 6.1.1 beziehen sich auf Zufallsgraphen mit beliebiger
Gradverteilung.

4.3 Small-World-Graphen

Wie bereits bei den Beispielen realer Netzwerke angemerkt wurde, beschrei-
ben Zufallsgraphen eine Eigenschaft solcher Netzwerke in guter Néherung:
Die charakteristischen Weglédngen sind — wie im Zufallsgraphen — mehre-
re Groflenordungen kleiner als die Knotenanzahl. Dafiir entsprechen ande-
re Eigenschaften der Zufallsgraphen nicht den Beobachtungen. WATTS und



18 4 STRUKTUREN UND TOPOLOGIE

STROGATZ (1998) schlagen ein Netzwerkmodell vor, das neben der kurzen
charakteristischen Wegléange auch die Eigenschaft hoher, von der Netzwerk-
groffe unabhéingiger Cliquenkoeffizienten abbilden soll.

Sie gehen von einem regelméfligen Grundgitter aus. Geméf einem Para-
meter 0 < ¢ < 1 sollen nun vorhandene Verbindungen durch Verbindungen
beliebiger Knoten unabhéngig von ihrem Gitterabstand ersetzt werden.

Definition 13 Seien auf einem quadratischen (bzw. kubischen bzw hyperku-
bischen) Gitter in d Dimensionen die Knoten durch d Koordinaten beschrie-
ben, so dafS jeder Punkt durch ein d-Tupel ganzer Zahlen beschrieben wird.
Dann heifst die sich ergebende Metrik Gitterabstand

d

dGitter(xay) = Z |$z - yz-!-

=1

Der Gitterabstand fungiert dabei als Metrik in der Einbettungsgeometrie,
die die Geometrie des Grundgitters ist, und ersetzt damit die euklidische
Geometrie des Einbettungsraumes.

Seien L Knoten in einer Linie angeordnet. Es gebe periodische Rand-
bedingungen, so dafl die Knoten wie auf einem Kreis liegen. Jeder Knoten
sei nun mit den [ links und [ rechts liegenden Knoten verbunden, wobei
[ > 2. Nun gehe man jede der [L Verbindungen durch und ersetze sie mit der
Wahrscheinlichkeit ¢ durch eine Verbindung zu einem zuféllig ausgewéhlten
Knoten, ohne allerdings doppelte Verbindungen oder Verbindungen mit glei-
chem Start- und Zielknoten zu bilden (Abb. 4.3). Wenn ¢ = 0 erhdlt man
ein regelméfiges Gitter, fiir ¢ = 1 dagegen einen Zufallsgraphen — allerdings
mit der Einschrinkung, dafl jeder Knoten iiber mindestens [ Verbindungen
verfiigt. So erlaubt der Parameter ¢ einen stetigen Ubergang zwischen re-
gelméfBigen Gittern und Zufallsgraphen. Der mittlere Verkniipfungsgrad ist
unabhéngig von ¢ gegeben durch (k) = 21

Die erstaunliche Feststellung bei diesem Modell war, dafl bereits fiir sehr
kleines ¢ die charakteristische Wegléange in der Gréflenordnung eines Zufalls-
graphen liegt, gleichzeitig aber der Cliquenkoeffizient Werte hat, wie sie dem
reguldren Gitter entsprechen.

Dies ist nachvollziehbar: Die charakteristische Weglénge ist eine globale
Eigenschaft des Netzwerkes und reagiert bereits auf wenige Fernverbindun-
gen empfindlich, wohingegen die lokale Eigenschaft Cliquenkoeffizient von
diesen wenigen Anderungen keine Notiz nimmt. Hier ist die Bezeichnung
Fernverbindung intuitiv klar, wenn man jedoch von der Art und Weise, wie
ein Netzwerk erzeugt wurde, absieht, ist dies nicht offensichtlich. Eine prézise
Definition schlagen PANDIT und AMRITKAR (1999) vor. Sie bezeichnen eine
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Abbildung 4.3: Konstruktion eines eindimensionalen Small-World-Graphen (Typ A) mit
=2

Verbindung zwischen 7 und j dann als Fernverbindung, wenn der Minimal-
abstand von ¢ und j ohne die direkte Verbindung zwischen ihnen grofler als
zwel ist.

Das beschriebene Netzwerkmodell ist als Small- World-Graph bekannt ge-
worden. Es wurde in vielféltigen Situationen untersucht und eingesetzt. Meist
geht man von einer eindimensionalen Einbettungsgeometrie aus, prinzipiell
kann das Modell jedoch auch in jeder anderen Geometrie eingebettet werden.

Abbildung 4.4: Fernverbindungen im zweidimensionalen Small-World-Graph.

Definition 14 Sei ein d-dimensionales Gitter gegeben, in dem jeder Knoten
mit den | auf dem Gitter benachbarten Punkten in jeder der d Richtungen
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verbunden ist. Das Gitter habe die Grifle LY und periodische Randbedingun-
gen. Die daraus durch Abdndern von Verbindungen mit Wahrscheinlichkeit
¢ hervorgehenden Graphen heiffen d-dimensionale Small-World-Graphen des
Typs A.

Werden mit Wahrscheinlichkeit ¢ pro bestehender Verbindung neue Ver-
bindungen hinzugefiigt, ohne das Grundgitter abzudndern, so heiflen die ent-
stehenden Graphen d-dimensionale Small-World-Graphen des Typs B.

Wird eine feste Zahl M an neuen Verbindungen hinzugefiigt, ohne das
Grundgitter zu dndern, so heiffen die Graphen d-dimensionale Small-World-
Graphen des Typs C.

Statt bestehende Verbindungen aufzulésen, werden beim Typ B neue Ver-
bindungen hinzugefiigt. Dies verdndert die Eigenschaften des Modells nicht
wesentlich, solange ¢/L < L also ¢ < 1/I. In diesem Fall werden aus numeri-
schen Griinden mitunter auch doppelte Verbindungen zwischen zwei Knoten
und Verbindungen von einem Knoten zu sich selbst zugelassen (NEWMAN
2000; NEWMAN et al. 2000; NEWMAN und WATTS 1999a; NEWMAN und
WATTS 1999b).

Wenn im folgenden gesagt wird, ein Small-World-Graph habe eine be-
stimmte Eigenschaft, so bezieht sich dies auf das Ensemble der Small-World-
Graphen mit den entsprechenden Parametern.

4.3.1 Der Cliquenkoeffizient

Fiir WATTS und STROGATZ (1998) war es in verschiedener Hinsicht wich-
tig, einen hohen Cliquenkoeffizienten zu erzeugen. Deswegen forderten sie
k > 2d, sonst ist, wie man sich leicht klar macht C' = 0. Was aber pas-
siert im Fall £ = 2d fiir den d-dimensionalen Fall? Eine wesentliche Eigen-
schaft des Netzwerkes bleibt auch dann erhalten, dafl namlich bereits wenige
zuféllige Verbindungen geniigen, um die globalen Eigenschaften, speziell die
charakteristische Wegléinge, stark zu verdndern. Dazu bedarf es nur eines
regelméfBigen Grundgitters, das lokal kurze Wegldngen sichert. In Threr Ar-
beit zur Harmonie in Netzwerken haben MARCHIORI und LATORA (2000)
gezeigt, dafl es moglich ist, einen Begriff fiir den Abstand zu finden, der
nicht nur, wie die mittlere Weglénge, auf groflien sondern auch auf kleinen
Skalen die Eigenschaften des Netzwerks erfassen kann. Er verbindet so die
Konzepte des mittleren Abstandes und des Cliquenkoeffizienten. Dabei zeigt
sich, da3 die Besonderheit der Small-World-Netzwerke, wie sie von WATTS
und STROGATZ (1998) vorgestellt wurden, darin bestehen, daf8 die allgemei-
ne Giite des Netzwerkes hoch ist: Man kann sowohl fiir auf dem Gitter weit
voneinander entfernte Knoten eine vergleichsweise kurze Verbindung finden,
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als auch fiir Knoten mit geringem Gitterabstand. Damit tritt der Begriff des
Cliquenkoeffizienten fiir die Diskussion der minimalen Absténde zuriick. Des-
halb ist es durchaus méglich, ein zugrundeliegendes Gitter, bei dem nur die
unmittelbar benachbarten Knoten miteinander verbunden sind, zu betrach-
ten, obwohl dieses einen Cliquenkoeffizienten von Null besitzt. Dies geht im
tibrigen auch aus dem von NEWMAN und WATTS (1999a) vorgeschlagenen
Renormalisierungsverfahren hervor, in dem die Verbindungen zu den k links
und rechts néchsten Knoten in den ersten Schritten zu einer einzigen Verbin-
dung zusammengefafit werden.

4.3.2 Die Verteilung der Verkniipfungsgrade

. k=2l
10 15 20 25 30 35 40

k

Abbildung 4.5: Eindimensionaler Small-World-Graph (Typ A): Verteilung des Grades
P, (k) iiber k fiir verschiedene ¢ mit I = 10 gemif Gleichung (4.2).

Im Fall ¢ = 0 liegt ein reguléres d-dimensionales Gitter mit Verbindungen
zu den je [ néchsten Nachbarn in jeder Richtung vor, in dem jeder Knoten
einen Verkniipfungsgrad k; = 2ld hat.

Fiir ¢ > 0 bleiben beim Typ A ld Kanten fest mit jedem Knoten verbun-
den, die anderen werden mit Wahrscheinlichkeit ¢ abgeédndert. Jeder Knoten
hat also k; = ld + n; Verbindungen, wobei n; = nll + nf in die nicht geénder-
ten, aber abénderbaren Verbindungen n! und in die neu hinzugekommenen
Verbindungen n; zerfillt. Da eine Verbindung mit der Wahrscheinlichkeit ¢
abgedindert wird, ist die Verteilung der n} gegeben durch die Binomialvertei-
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Abbildung 4.6: Zweidimensionaler Small-World-Graph (Typ A): Verteilung des Grades

P4 (k) tiber k fiir verschiedene ¢ mit [ = 5 geméfl Gleichung (4.2).

lung

Py(n}) = (di) (1— gyttt

n;

Da die Wahrscheinlichkeit eine neue Verbindung zu bekommen gleich ¢/L?
ist, ergibt sich

d nf dlLd—n?
ret = (S6) (@) (-5)

Die Gesamtverteilung kann man zu

min(k—dl,dl)

P = X (1) a-ereix

1=0

d k—i—dl dl(LA41)—k+i
«(, UE I L (4.2)
k—i—dl Ld 74d

berechnen (BARRAT und WEIGT 1999). Analog folgt fiir den Typ B

diLA & k—2dl & dI(L44+2)—k
Py(k) = (k: — 2dl) (1 - F) (ﬁ) ‘
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Abbildung 4.7: Smallest-World-Graph: Auf dem Kreis darf nur gegen den Uhrzeigersinn
gelaufen werden, die Verbindungen zum Zentrum sind in beiden Richtungen verwendbar.

4.3.3 Exakt losbares Modell

Man betrachte nun ein modifiziertes Modell (vgl. Abb 4.7).

Definition 15 FEs seien L Knoten auf einem Ring angeordnet. Jeder Kno-
ten sei mit seinem linken Nachbarn durch eine gerichtete Verbindung der
Linge eins verkniipft. Mit Wahrscheinlichkeit ¢ sollen Knoten aus den L
ausgewdhlt werden. Diese werden durch ungerichtete Verbindungen unterein-
ander verbunden, so daf$ sie einen vollstindigen Untergraphen bilden. Dieses
Modell bezeichnet man als gerichteten Smallest-World-Graphen. Die Menge
aller solcher Graphen zu den Parametern L und ¢ werde mit 5"L7q5 bezeichnet.

Aquivalent hiitte man nach den L Knoten auf einem Ring auch einen
weiteren Punkt ergénzen und mit den ausgewédhlten Knoten durch unge-
richtete Kanten der Lange 1/2 verbinden konnen, statt einen vollstéandigen
Untergraphen einzufiigen. Im folgenden wird dies der Klarheit wegen der
Sprachgebrauch sein.

Satz 2 Das Mittel der charakteristischen Weglinge tiber alle I' € S’M5 15t

1 [2-=¢. 3 2 (1-9¢)F 3
NP R A Sl CRERS |

Beweis: Es sei P(l|r) die Wahrscheinlichkeit, Minimalabstand [ zu finden
zwischen Knoten mit Gitterabstand r. Fiir diese Verteilung gilt die Bezichung

ZL:_ll P(llr) =3",_; P(lJr) = 1. Um einen Weg mit [ < r zu finden, miissen
zwei Knoten mit dem Zentrum verkniipft sein, was mit Wahrscheinlichkeit
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¢? der Fall ist. Man mache sich klar, daf man fiir den giinstigen Weg nur
maximal einmal den zentralen Knoten iiberquert. Ist der so entstehende Weg
langer als eins, so kommt eine Anzahl von [ — 1 Knoten hinzu, die nicht mit
dem zentralen Knoten verbunden sind, was zu einem Faktor (1 — ¢)!~! fiihrt.
Da diese [ — 1 Knoten auf [ verschiedene Arten an den Beginn und das Ende
des Weges verteilt werden konnen, ist

¢*(1—¢)!

r—1

P(l<rlr) =

l
Pll=rlr) = 1-¢° Zz(l — ).
i=1

Es folgt

L-1

P(l)=+— > P(l).

r=l

Uber vollstéandige Induktion iiber [ zeigt man folgende Relationen

1 (-9

!
il—9)™ = —— (1+19)
2 PP
! _ _
Ziz(l gt = 2¢3¢ e ¢3¢) (6212 + & — 2)
i=1
-1 - 2 . 1
Pt = SUEE (oo,

x(1¢® + 312¢* — 31¢* + ¢* + 6l — 6¢ + 6).

Damit erhalt man

— 1 2 — ; i—1 — -1
Pl) = 7—|1-9¢ ;Z(l—d)) +T§1Z¢2<1—¢>
1

= m[(1+¢l_¢)(1_¢)l_1+(L—1—l)l¢)2(1—¢)l—1}

1 2 -1
= T 1ol -D+(L-1-De"] (1-9)"".

Mit obigen Resultaten kann der Ausdruck
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ausgewertet werden, um das im Satz angegebene Ergebnis zu erhalten (Do-
ROGOVTSEV und MENDES 1999). ged.

Nun kann man zu einem kontinuierlichen Modell {ibergehen, indem man
L — 00, » — 0 und | — oo gehen 1aft und gleichzeitig M = ¢L und x =1/ L
konstant hélt. Die Verteilung des Minimalabstandes ist dann gegeben durch

Pz, M) = Llirn LP(l==xL)
_ L M 2 1 M. .1

= [1+aM +aM*(1 —z)e™™M.

Eine Erweiterung dieses Ergebnisses auf ein ungerichtetes Smallest-World-

N P O

M=5
M=10
—— M=20

=

Abbildung 4.8: Smallest-World-Graph. Verteilung 15(35, M) der normalisierten kiirzesten
Weglinge = bei M Verbindungen zum zentralen Knoten.

Modell ist moglich, aber rechnerisch recht kompliziert. Das Ergebnis des Kon-
tinuumsfalls stimmt jedoch mit dem des gerichteten Modells bis auf einen
Faktor zwei iiberein, was intuitiv zu erwarten war.
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4.3.4 Skalenverhalten und Phaseniibergang

Fiir die charakteristische Weglidnge ¢ wurde von BARTHELEMY und AMARAL
(1999) der Skalenansatz

aa¢>=5F(§)

fiir eindimensionale Small-World-Graphen vorgeschlagen, wobei F(x < 1) ~
x und F(z > 1) ~ Inz. Wie bereits bemerkt wurde, liegen die typischen
Werte der charakteristischen Lénge von Small-World-Graphen im Bereich
von Zufallsgraphen, daher der logarithmische Verlauf gemafi Gleichung (4.1,
S. 17). Fiir kleine Systemgroflen L hingegen haben die Fernverbindungen
kaum eine Auswirkung, es dominiert das reguléire Gitter. Daher ist mit einem
linearen Verlauf der Skalenfunktion zu rechnen. Es gibt dann einen Verlauf

2 (4.3)

Die erste Berechnung von v = 2/3 wurde spéter von BARRAT (1999) zu v = 1
korrigiert. Das heif3t, fiir jedes ¢ gibt es eine Umschlaggrofie ¢ unterhalb der
ein reguldres Gitter vorliegt, oberhalb der aber ein Small-World-Verhalten
beobachtet wird. Der Schluf, es liege deswegen kein Phaseniibergang zwi-
schen reguldrem Gitter und Small-World-Graphen vor, wurde von NEWMAN
und WATTS (1999a) widerlegt. Man betrachte die Grofie des Systems L als
variabel bei festem ¢. Fiir sehr kleine L wird es dann gar keine Fernverbin-
dung geben, fiir sehr grofies L aber sehr viele. Der Ubergang finde bei L = &
statt. Es ist klar, da am Ubergang die ersten Fernverbindungen, die einen
starken Einflufl auf ¢ haben, entstehen, also bei ¢l¢ ~ 1. Daraus folgt £ ~ ¢~*
also v = 1. Sie bezeichnen die Umschlaggrofle € als vergleichbar einer Kor-
relationslidnge in der statistischen Physik, die fiir ¢ = 0 divergiert, so dafl in
diesem Fall (auler der Gitterkonstanten) keine charakteristische Léngenskala
bleibt. Daraus folgt die Existenz eines Phaseniibergangs fiir ¢ = 0.

Sie argumentieren weiter fiir [ = 1 mit der allgemeinen (im eindimensio-
nalen Fall dquivalenten) Skalenfunktion

()

und f(x) ~ konst. fir x < 1 und f(z) ~ Inz/z fir x > 1. Woraus mit
Gleichung (4.3) folgt

(= LE(&L), (4.4)
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wobei ein konstanter Faktor von f(x) absorbiert wurde.

Wenn nur eine Renormalisierung im eindimensionalen Modell durchge-
fithrt wird, bei der jeweils zwei benachbarte Knoten zusammengefafit wer-
den, so bleibt die Zahl der Fernverbindungen im wesentlichen konstant®.
Dies fiihrt zu einer Verdopplung der entsprechenden Wahrscheinlichkeit der
Verkniipfung. Der Minimalabstand zweier Knoten wird nur zu einem klei-
nen Teil durch Fernverbindungen realisiert und zu einem groffen Teil durch
Wegstiicke auf dem reguléren Gitter. Deswegen halbiert sich die charakteri-
stische Weglénge bei der Renormalisierung

L'=L/2 ¢ =20 (=1)2 (4.5)

Im Fall ¢ < 1, aber fest und sehr grofler Systemgrofie kann man Gleichung
(4.5) in Gleichung (4.4) einsetzen und erhélt

1 _ ln(¢/VL/) QSV
¢"  In(¢vL)

Es folgt
InL—2""In2L =v (21_" In2¢ — In gb) .

Wegen der Unabhéngigkeit von ¢ und L mufl v = 1 sein.
Fiir ein d-dimensionales Grundgitter mit L% Knoten ergeben sich die Ska-
lenrelationen

L'=L/2 ¢ =2% (=1t/2 (4.6)
und mit der Skalenfunktion (4.4) schlieBt man wie oben
InL—2""In2L = v(2""%"1In2¢ — In ¢),

was zu v = 1/d fithrt. Dies wurde auch numerisch bestétigt (ARGOLLO DE
MENEZES et al. 2000).

NEWMAN und WATTS (1999a) sprechen mit Hinweis auf die Divergenz
von £ von einem kontinuierlichen Phaseniibergang und unterstreichen dies
mit dem Hinweis auf den mittleren Abstand zweier Enden von Fernverbin-
dungen ~ ¢4 dem ¢ entspreche (1999b). Von ARGOLLO DE MENEZES
et al. (2000) wurde entgegnet, daB tatséchlich ein Ubergang erster Ordnung
vorliege. Sie definieren den Ordnungsparameter £(¢) := ¢/L, der im thermo-
dynamischen Grenzfall eine Unstetigkeit aufweist. Die Umschlaggrofie (hier

5Im Gegensatz zu den Aussagen von NEWMAN und WATTS (1999a) bleibt sie nicht
exakt konstant, wie man sich an einfachen Beispielen bewuft machen kann.
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als persistence size bezeichnet) & ~ ¢~/ ist, wie sie zeigen, mit einer Ver-
schiebung der kritischen Wahrscheinlichkeit um A¢ ~ L~ verbunden, die
durch die endliche Grofle hervorgerufen wird. Dementsprechend ist dies auch
kein Widerspruch zu einem Phaseniibergang, wie von BARTHELEMY und
AMARAL (1999) behauptet. Die Grofie

L(¢) = lim % (4.7)

ist fiir jedes ¢ > 0 gleich Null, da ab einer bestimmten Systemgréfie auch
bei kleinstem ¢ Fernverbindungen auftauchen, die dazu fithren, daf3 £ ~ In L.
Nur bei ¢ = 0 skaliert die charakteristische Weglange mit L und folglich ist
L(¢=0)>0.

° o
° o
o oN\Q
o © o o
Ooo 0i0©
o i o
o o
o 4 o :
O/a/@o
97‘,'00
o © o O-T
o, 0,° olfs(d)
Tl o ° o
o © o ©
° 0 o9
° e o

Abbildung 4.9: Man unterteilt das Gitter in Blocke der Grofle r, dem Gitterabstand der
beiden ausgefiillt dargestellten Knoten, um daraus den Minimalabstand ¢(r) abzuschiitzen,
wenn 7 > s(¢), wobei s(¢) ~ ¢~ /¢ der typische Abstand zweier Enden von Fernverbin-
dungen ist. Die Wegstiicke innerhalb der Blocke sind gestrichelt, durchgezogen die Fern-
verbindungen, die typischerweise zwischen verschiedenen Blécken verlaufen.

Weiterhin zeigen ARGOLLO DE MENEZES et al. (2000), warum sie die
mittlere Entfernung der Endpunkte zweier Fernverbindungen s(¢) ~ ¢~1/¢
nicht fiir relevant halten. Sie betrachten den Minimalabstand ¢(r) zweier
Knoten mit Gitterabstand r (vgl. Abb. 4.9). Falls r < s(¢) ist £(r) = r. Nun
sei s(¢) < r < L. Das Gitter werde in Blocke der Grofie r geteilt, so daf3
die beiden Punkte an den Réndern eines Blockes liegen, von denen es dann
N = (L/r)* gibt. Wegen r < L liegen nur wenige Fernverbindungen ganz
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in einem rd—Block. Also ist die Zahl der Fernverbindungen, die die Blocke
verbinden, M = M = ¢L? woraus fiir den mittleren Grad eines Blockes
folgt

(k) = = = 2¢r?.

Da es sehr unwahrscheinlich ist, im Block, in dem die beiden zu verbindenden
Knoten liegen, eine Fernverbindung zu finden, werden geschlossene Kurven
gesucht, die tiber mindestens einen weiteren Block laufen. Es kénnen in n

Schritten etwa (k)™ Blocke erreicht werden, was der Wahrscheinlichkeit, eine
geschlossene Kurve zu finden, proportional ist. Man wird also nach etwa

In N In(L/r)
n = — ~J
In(k)  In(ret/?)
Schritten im Ausgangsblock ankommen. Dabei wurde in jedem Block min-
destens ein Weg s(¢) zuriickgelegt. Dies bedeutet, der Weg iiber Fernver-

bindungen lohnt sich erst dann, wenn der Gitterabstand zweier Knoten r
folgende Abschétzung erfiillt

rZ s(9)

In(L/r)
In(reot/d)”

Ahnliche Ausdriicke wurden auch auf anderem Wege gefunden (MOUKARZEL
1999; MOUKARZEL und ARGOLLO DE MENEZES 1999).

4.3.5 Weitere Eigenschaften von Small-World-Graphen

Dynamiken auf Small-World-Gittern werden in Kapitel 6 behandelt. Daneben
sind vielfiltige weitere Eigenschaften von Small-World-Gittern untersucht
worden. Es gibt Berechnungen zu Ising-Modellen, deren Wechselwirkung eine
Small-World-Struktur hat (HASTINGS 2003; KOzMA et al. 2004; BARRAT
und WEIGT 1999).

KLEINBERG (2001) hat sich mit der Bedeutung des Informationsbegriffes
in Small-World-Netzwerken befaft. Zudem widmete er sich der Frage, unter
welchen Bedingungen ein kurzer Weg zwischen weit entfernten Knoten mit
nur lokaler Kenntnis des Graphen gefunden werden kann (KLEINBERG 1999;
KLEINBERG 2000).

Es wurden Zufallsldufe (ENGL. random walks) auf Small-World-Graphen
untersucht (ALMAAS et al. 2003; ALMAAS et al. 2002), die Eigenschaften
des zu solchen Graphen gehérenden Laplace-Operators (MONASSON 1999),
soziale Interaktion (KLEMM et al. 2003), sowie Modelle mit Small-World-
Struktur, die gewichtete Verbindungen besitzen (L1 und CHEN 2003).
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4.4 Skalenfreie Graphen

Popularity is attractive BARABASI und ALBERT (1999)

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl reale Netzwerke eine Gradvertei-
lung in Form eines Potenzgesetzes P(k) o< k=7 aufweisen. Da im Gegensatz
zum exponentiellen Abfall bei einem Potenzgesetz keine Léngenskala vorge-
geben ist, spricht man von skalenfreier Struktur (ENGL. scale-free). Der Typ
von Graph, der so bezeichnet wird, ist jedoch nicht nur durch das Potenzge-
setz charakterisiert. Im engeren Sinn wird der Begriff skalenfreies Netzwerk
fiir das Barabasi-Albert-Modell verwendet. Die Verwendung von verallge-
meinerten Zufallsgraphen mit entsprechender Gradverteilung (vgl. S. 4.2)
war vor allem deshalb keine befriedigende Situation, weil keine Aussage da-
zu gemacht wurde, welcher Mechanismus dazu fiihrt, dal ein Netzwerk eine
skalenfreie Gradverteilung besitzt.

Der Vorschlag von BARABASI und ALBERT (1999) war, nicht mehr eine
feste Zahl von Knoten zu betrachten, sondern ein wachsendes Netzwerk, des-
sen neue Knoten bevorzugt Verbindungen zu Knoten bilden, die einen hohen
Verkniipfungsgrad aufweisen. Dieses bevorzugte Verbinden (ENGL. preferen-
tial linking) ist die entscheidende Zutat, um die gewiinschte Gradverteilung
zu erzeugen. Andererseits ist diese Bedingung leicht interpretierbar: Wenn
neue Seiten ins WWW gestellt werden, wird man dort hdufiger Verweise auf
sehr bekannte andere Seiten finden, als auf vollig unbekannte. Ebenso wird
auf schon viel zitierte Artikel haufiger verwiesen werden, als auf solche, die
bislang kaum Beachtung gefunden haben — Popularitét ist anziehend.

Das bevorzugte Verbinden kann unterschiedliche Formen annehmen. Der
einfachste Fall ist, wenn die Wahrscheinlichkeit, dafi der neue Knoten mit
einem alten verbunden wird, proportional zum Grad k; dieses alten Kno-
tens ist. Man beginne mit einem Knoten und fiige in jedem Zeitschritt einen
Knoten mit genau einer Verbindung hinzu, die Knoten werden benannt nach
dem Zeitschritt, in dem sie eingefiigt wurden. Nach ¢ Schritten, gibt es ¢ Ver-
bindungen und die Wahrscheinlichkeit, mit dem ¢-ten Knoten verbunden zu
werden, ist k;/2t. Die Wahrscheinlichkeit, dafl der Knoten s nach ¢ Schritten
den Grad k habe, ist p(k, s, t). Es gilt folgende Mastergleichung

k—1 k
plk,s,t) = ——p(k—1,s,t) + (1 — —)p(k, s,t) (4.8)

2t 2t
mit der Anfangsbedingung p(k;s = 0,1;1) = 01 und der Randbedingung
p(k,t,t) = Op1. Der erste Term gibt die Wahrscheinlichkeit an, dafi s im
letzten Zeitschritt noch k£ — 1 Verbindungen hatte und nun mit dem neuen
Knoten verbunden wurde; der zweite Term steht fiir den Fall, dal der Knoten



4.4 Skalenfreie Graphen 31

s bereits genau k Verbindungen hatte und auch keine hinzugekommen ist.
Fiir die Verteilung des Grades zum Zeitpunkt ¢ gilt

1 t
P(k,t) = 1 >k, s,1).
s=0

Es folgt
(t+2)P(k,t+1) —0p1 — (t + 1)P(k,t) = (4.9)
t+1
_ th[(k —DP(k—1,8) — kP(k,1)] .
Weiterhin ist
1 t+1 1 t
P(k,t+1) — P(k,t) = m;P(k‘?S,tvL 1) - H—I;p(k’s’t)
1
~ — pkt+1,t+1
- okt 1+ 1)
o
t+1

Dies gilt im Grenzfall grofier t. Dann wird aus Gleichung (4.9) fiir t — oo
1
P(k) + §[kP(k) —(k—=1)P(k—-1)]=0

beziehungsweise

P(k) = Z—;;mk —1).

Die Losung dieser Gleichung hat die Form

1
k(k+1)(k+2)’

P(k) x

die fiir grofie k mit P(k) oc k3.
Ein anderer Ansatz geht von einem Kontinuumslimes aus. Es gilt
Ok ki
ot 2t

Mit der Anfangsbedingung k;(t;) = 1 ist die Losung

B
a(t) (ti) mit 3 — %
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Die Wahrscheinlichkeit, ein k;(¢) kleiner als k zu finden, ist damit

Py(ki(t) < k) = P(t; > w5
Mit der Verteilung der Zeitintervalle P;(¢;) = 1/(1 + t) erhdlt man
t
Pt > 73) = 1= w5
und damit
OP,(ki(t) < k) t
P,(k) = = .
t( ) ok ﬁ(t+1)/{?1/6+1
Schliellich ergibt sich als asymptotischer Ausdruck
1
P(k) = lim

oo BR1/B+L

Also ist v = 1/4 + 1 = 3, wie es schon aus der Mastergleichung hervorging.
Der Zusammenhang von (3 und ~y ist von allgemeiner Natur.

Es wurde gezeigt, dal weder das bevorzugte Verbinden ohne Wachstum,
noch Wachstum des Netzwerkes ohne bevorzugtes Verbinden zu skalenfreier
Struktur fithrt (DOrROGOVTSEV und MENDES 2002). Allerdings kann das
bevorzugte Verbinden sehr unterschiedliche Formen annehmen, das Netzwerk
tragt dennoch die skalenfreie Struktur, jedoch mit anderen Exponenten v und
(. Allgemeine Verkniipfungsregeln wurden von DOROGOVTSEV und MENDES
(2001) mit einem Kontinuumsansatz untersucht; darin wird auch ein Altern
der Knoten betrachtet, so dafl sie trotz hohen Grades nach einer gewissen
Zeit, weniger ,attraktiv werden bzw. die Moglichkeit des Absterbens von
Verbindungen. Zudem bilden sich beim skalenfreien Graphen Korrelationen
zwischen dem Grad der einzelnen Knoten aus, was weder beim Zufallsgraphen
noch beim Small-World-Modell der Fall ist.

Fiir den Cliquenkoeffizienten wurde bislang kein analytischer Ausdruck
gefunden. Aus numerischen Betrachtungen weiff man jedoch, dafl er um etwa
einen Faktor fiinf iiber dem des Zufallsgraphen liegt und damit nicht un-
abhéngig von der Groéfle des Netzes ist, wie es beim Small-World-Graphen
der Fall ist. Von KLEMM und EGUiLUZ (2002) wurde ein Ansatz vorgeschla-
gen, der zu hoheren Cliquenkoeffizienten fiihrt.

Die charakteristische Wegléange eines skalenfreien Graphen mit L Knoten
wurde ebenfalls nur auf empirischer Basis zu

({=Aln(L—-B)+C

bestimmt. Numerische Ergebnisse legen nahe, dafl die charakteristische Weg-
lange kleiner ist als im klassischen Zufallsgraphen.
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4.5 Hierarchische Graphen

Eine weitere Eigenschaft von Netzwerken, die besonders in metabolischen
Netzwerken beobachtet wurde, ist eine modulare Struktur. Sie duflert sich in
starkverkniipften Unterstrukturen, die durch wenige ,,Briickenverbindungen®
untereinander zusammengehalten werden. Ein Anzeichen solcher Struktur ist
ein hoher Cliquenkoeffizient. Allerdings wiirde man dann erwarten, dafl die
Verteilung der Grade eine starke Konzentration um den mittleren Verkniip-
fungsgrad der Module aufweist.

Von RAvVASZ et al. (2002) wurden 43 Organismen untersucht. Der Cli-
quenkoeffizient war unabhéngig von der Grole und lag deutlich iiber dem
entsprechender skalenfreier Graphen, die Gradverteilung folgte einem Po-
tenzgesetz mit v = 2, 2.

Das von RAVASZ et al. (2002) vorgeschlagene Modell sieht vor, mit einem
totalverbundenen Graphen mit wenigen m Knoten (in Abb. 4.10 ist m = 4)
zu beginnen. Dieser wird dann m mal vervielfdltigt und die einzelnen Teile
mit einem festen Knoten des Ausgangsgraphen verbunden. Der so entstan-
dene Graph kann seinerseits vervielféaltigt werden usw. Das Modell wird als
hierarchischer Graph bezeichnet.

A .

Abbildung 4.10: Bildung eines hierarchischen Graphen: (a) nach einem Schritt, (b) nach
zwei Schritten, (c¢) nach drei Schritten

Ein hierarchischer Graph zeichnet sich durch eine skalenfreie Gradvertei-
lung aus und hat gleichzeitig eine modulare Unterstruktur auf verschiedenen
Ebenen, daher der Name. Der Cliquenkoeffizient liegt deutlich iiber dem
von Zufallsgraphen und skalenfreien Graphen. Zudem wurde eine Abhéingig-
keit des Cliquenkoeffizienten vom Grad der Knoten festgestellt in der Form
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C(k) o< k7', die sich ebenfalls bei den 43 Organismen fand und von RAVASZ
und BARABASI (2003) als charakteristisch fiir die hierarchische Struktur iden-
tifiziert wurde.

Hierarchischer Aufbau findet sich in verschiedenen realen Netzwerken,
z. B. dem Schauspieler-Netzwerk, dem WWW und beim Sprachnetzwerk.
Die k~'-Abhingigkeit fand sich jedoch nicht beim Internet (Router-Niveau)
und dem amerikanischen Stromnetz. Von RAVASZ und BARABASI (2003)
wurde vermutet, dafl dies an der Eigenschaft dieser Netzwerke liege, aus ma-
teriellen Verbindungen zu bestehen, somit Netzwerke zu sein, deren Ausbau
Energieaufwand erfordert — beispielsweise im Gegensatz zum WWW. Eine
mit solchem Aufwand verbundene Entwicklung des Netzwerkes unterdriicke
moglicherweise das Entstehen der hierarchischen Struktur, so ihre Annah-
me. Die Wahrscheinlichkeit eines Knotens, auf dem minimalen Weg zwischen
zwei anderen Knoten zu liegen, wurde ebenfalls als Mafl der hierarchischen
Struktur vorgeschlagen und folgt in diesem Fall ebenfalls einem Potenzgesetz
(ALMAAS und BARABASI 2004). SchlieBlich haben CLAUSET et al. (2004)
einen Algorithmus vorgeschlagen, mit dem modulare Strukturen in Netzwer-
ken aufgefunden werden konnen.

4.6 Riumliche Graphen

Auf die Eigenschaften rdumlicher Graphen wird bei GASTNER und NEWMAN
(2004b, 2004a) eingegangen. Sie betrachten Graphen mit fester rdumlicher
Fixierung wie das Straflen- und Eisenbahnnetz, das Internet, das Netzwerk
der Flugverbindungen zwischen den Flughéfen und das Netz von Gasleitun-
gen. Wihrend in nichtrdumlichen Graphen die Gleichgewichtung aller Ver-
bindungen naheliegend ist, wird es fiir die Wirkung von Verbindungen in
rdumlichen Graphen Unterschiede je nach tatséichlicher Lénge einer Verbin-
dung geben. Dies ist einmal im Aufwand der Konstruktion begriindet, der bei
langen Verbindungen als hoher angesehen werden mufl und generell moglichst
gering gehalten werden wird. Zudem wird das Konzept des Minimalabstan-
des, bei dem alle Verbindungen gleich gewichtet werden, in solchen Féllen die
Netzwerkeigenschaften nur begrenzt erfassen. Deshalb gehen GASTNER und
NEWMAN (2004b) zu gewichteten Verbindungen iiber: Seien ¢ und j verbun-
den. Falls die Verbindung zwischen ihnen die physische Lénge d;;, was meist
der euklidische Abstand von i zu j sein wird, hat, so wird die effektive Léange
0(4,j) durch

0(i,j) = )\\/Ndij +(1=2X)
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definiert. Der Parameter 0 < A < 1 gibt an, wie stark die physikalische Lénge
gegeniiber dem Konzept der einheitlichen Lénge gewichtet werden soll. Ist
er Null, so werden alle Verbindungen als gleichlang betrachtet, ist er eins, so
ist ihre Lange bis auf einen Faktor gleich der physischen Lénge. Der Faktor
V/N mit der Zahl der Knoten N , dient der Skalierung. Die effektive Lénge
eines Pfades ist die Summe der effektiven Langen der enthaltenen Verbindun-
gen. Der effektive Minimalabstand” ist nun die effektive Linge des kiirzesten
solchen Pfades zwischen zwei Knoten. Fiir A = 0 ist der effektive Minimal-
abstand genau der bisherige Minimalabstand, fiir A = 1 ist er proportional
zum physischen Abstand auf dem eingebetteten Graphen.

Es seien nun N Knoten mit ihrer Lokalisierung im Einbettungsraum und
A gegeben. Zudem sei die maximale physische Gesamtlange des Netzwerkes
ZKamen(i’ i) d;; beschrénkt. Nun werde ein entsprechendes Netzwerk gebildet,
das alle Knoten verbindet und den Anforderungen gerecht wird. Es zeigte
sich, dafl die Losungen dieses Optimierungsproblems die Eigenschaften der
realen Netzwerke in guter Ndherung reproduzieren.

Falls das rdumliche Netz der Verteilung einer bestimmten Grofle aus einer
Quelle dienen soll (Gas, Elektrizitét, etc.), so gibt es zwei Extremfélle opti-
mierter Geometrie: Einmal soll die Zahl zudurchlaufender Knoten minimiert
werden. Das Ergebnis ist ein sternformiger Graph, bei dem jeder Knoten
direkt mit der Quelle verbunden ist (Abb. 4.11 a). Soll hingegen nur die phy-
sische Gesamtlinge minimiert werden, so ist ein minimaler Baum die Losung
(Abb. 4.11 b).

Um einen solchen Verteilungsgraphen zu charakterisieren, wird der Rou-
tenfaktor definiert

1L
_ 1§ lo
17N 2y

wobei d;y der euklidische Abstand des Knotens i vom Quellknoten 0, [;; der
(physische) Abstand ldngs des Netzes ist. Es gilt ¢ > 1. Reale Netzwerke
haben einen Routenfaktor wenig gréfer als eins, wie es fiir den sternférmigen
Graphen typisch ist und eine Gesamtkantenlédnge »° d;;, die in der GroBen-
ordnung des minimalen Baumes liegt, aber deutlich unter der fiir den Stern-
graphen typischen. Durch entsprechende Gewichtung von d;; und l; kénnen
Graphen dieses Typs erzeugt werden.

"Der bisherige Minimalabstand wird in diesem Abschnitt als klassischer Minimalab-
stand bezeichnet.
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(a) (b)

Abbildung 4.11: (a) sternformiger Graph: geringer (klassischer) Minimalabstand, grofie
physische Gesamtlidnge, (b) minimaler Baum: grofier (klassischer) Minimalabstand, kleine
physische Gesamtlinge

4.7 Exponentielle Zufallsgraphen: Ein verallgemeinern-
der Ansatz

Die bisherigen Modelle wurden entwickelt, um bestimmte Beobachtungen
an realen Graphen abzubilden, wie die charakteristische Weglénge, den Cli-
quenkoeffizienten oder die Gradverteilung. Von PARK und NEWMAN (2004)
wurde folgende Analogie vorgeschlagen: Es gibt zwei physikalische Theori-
en zur Beschreibung von Gasen, die kinetische Gastheorie und die statisti-
sche Mechanik. Wéhrend jene intuitiv leicht nachvollziehbar ist, aber schnell
komplex wird, so daB nur mit Hilfe von Rechnersimulationen prézise Aus-
sagen fiir reale Probleme moglich sind, ist diese weniger anschaulich, aber
mit ihrer Begriindung auf wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussagen auf ei-
ne Vielzahl von Problemen mit grofler Genauigkeit anwendbar. Die Analogie
besteht nun darin, dal PARK und NEWMAN (2004) die bisherigen Ansétze
der Netzwerktheorie als vergleichbar zur kinetischen Gastheorie bezeichnen.
Sie schlagen deswegen eine neue Vorgehensweise vor.

Es sei G eine Menge von Graphen, hier speziell soll es die Menge der
ungerichteten Graphen mit L Knoten ohne Doppel- und Selbstverbindungen
sein. Man nehme an, daf3 eine Menge von Eigenschaften {z;} an dieser Menge
G durch Messung beobachtet wurde, so dafl ein Mittelwert (z;) bekannt ist.
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Sei I € G ein Graph, der das statistische Gewicht P(I") besitze, wobei
Y PI) =1
reg

Es soll nun P(T") derart bestimmt werden, da§ der Mittelwert der {z;} den
beobachteten Werten entspricht:

() = )z (D)P(D).

Dies legt die Verteilung P(I") jedoch nicht eindeutig fest. Deswegen wird eine
weitere Annahme gemacht. Analog zur statistischen Physik soll die Entropie

S:=-> PI)hP()
reg

zusétzlich maximiert werden. Dies fiihrt iiber die Methode der Lagrangemul-
tiplikatoren o und {6;} fiir alle I' auf die Bedingung

8PL(F) S+a (1 — ;P(F)) + ;«91' ((%) - ;:&(F')P(F’))] =
Also folgt

InP(T) + 1+ a+ Y fix(T) = 0.
Fithrt man die Hamiltonfunktion
und die Zustandssumme

7 — ot Z o~ H(T)
r

ein, so erhélt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Menge G mit dieser Verteilung P(I") definiert das Modell des ezponenti-
ellen Graphen.
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Als Beispiel sollen hier Zufallsgraphen mit N Knoten und im Mittel (n)
Kanten betrachtet werden. Die Hamiltonfunktion ergibt sich fiir I' € G mit
der Zahl der Verbindungen n(I") = #V(I') zu

H(') =6n(I),

wobei  so zu bestimmen sein wird, daf sich der richtige Mittelwert (n) ergibt.
Es sei o die Verbindungsmatriz (ENGL. adjacency matrix), die durch

S 1 wenn ¢ und j verbunden sind
70 sonst

definiert ist. Es gilt n = )_._. 0;;. Die Zustandssumme ergibt sich zu

i<j
7z = Ze_H = Z exp (—HZQJ)
r {oi;} 1<j
1
= H Z S~ H(l +e
i<j 0i;=0 i<j

= (1+e &,

In Analogie zur statistischen Physik definiert man die freie Energie zu F' :=

—In Z, also
F=— @[) In(1+e?).

Die Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist die Zahl méglicher Verbindungen
(N iiber 2, nicht die Zahl der Knoten N). Deswegen ist die freie Energie in
dieser Grofle extensiv. Nun bestimmt sich der Parameter 6 aus

1 u 197 OF
(n) = ZZF:”e 7700 00

/N 1
N 2 ) 1+e

Der Einfachheit wegen schreibt man

und erhalt
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SchlieBlich ergibt sich die Verteilung P(I') zu

efH efen

Pr) = 7 (14 e0)@) = 0" (1=9)®

Es zeigt sich, daf3 dies einem Graphen entspricht, bei dem jede Verbindung
genau mit Wahrscheinlichkeit ¢ realisiert ist. Das bedeutet, das Ensemble ist
ein Zufallsgraphenensemble (Binomialmodell) G = Ey 4.

PARK und NEWMAN (2004) zeigen weitere Analogien zu den Modellen,
die bereits von der statistischen Physik untersucht wurden.
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5 Small-World-Modell: Verteilung der Mini-
malabstinde im Kontinuumsfall

5.1 Durchfiihrung des Kontinuumslimes

Nun soll die Verteilung der Minimalabstéinde untersucht werden. Dies ge-
schieht in einem Kontinuumslimes L. — oo. Mit einer Molekularfeldnédherung
gelang es NEWMAN et al. (2000) einen Ausdruck fiir die Verteilung der Mi-
nimalabstdnde im eindimensionalen Fall zu finden. Sie betrachten dabei ein
Small-World-Graphen vom Typ B (vgl. Abs. 4.3, Def. 14, S. 19) im Ubergang
zum Kontinuum. Es gelte in diesem und den folgenden Abschnitten [ = 1.

Es zeigt sich aus den Skalenrelationen, dafl die Wahrscheinlichkeit neuer
Verbindungen ¢ mit L~? skalieren muf}, damit der Limes sinnvolle Ergebnisse
liefert. Man kann dies daran sehen, da genau fiir ¢L? = konst. die auf L
bezogene charakteristische Weglénge ¢/L ebenfalls konstant sein wird (vgl.
Gl. 4.7 und die zugehorige Diskussion, S. 28). Dies bedeutet umgekehrt, daf
es einen festen Erwartungswert ¢L fiir die Zahl der Fernverbindungen gibt.
Anschaulich werden also im Grenziibergang die Fernverbindungen beibehal-
ten und die Knotendichte des Grundgitters wird erhoht. Um diese Anschau-
lichkeit zu erhalten, wird die Argumentation von NEWMAN et al. (2000) so
modifiziert, dafl sie zu einem Small-World-Graphen vom Typ C pafit, die
Zahl der Fernverbindungen M wird als Parameter vorgegeben. Spéter wird
auch das Skalenverhalten beziiglich M untersucht.

Betrachtet man das d-dimensionale, hyperkubische Grundgitter als ein-
gebettet in den R, so wird der Abstand zweier Knoten in der Einbettungs-
geometrie durch die Gitterkonstante a beschrieben. Eine Skala fiir die Grofie
des Systems ist durch D := aL gegeben, das Volumen des Netzwerks in der
Einbettungsgeometrie ist V = D?. Der mittlere Abstand zweier Enden von
Fernverbindungen definiert eine fiir das Netzwerk typische Langenskala.

oo Vo _ D
2M M

Wenn zwischen zwei Enden von Fernverbindungen im Mittel viele Knoten
liegen, also b < a, so kann das Grundgitter als kontinuierlich betrachtet
werden.

Damit die Werte der Abstande im Kontinuumslimes gegen die Absténde
der Einbettungsgeometrie konvergieren, mufl ¢ — 0 und L — oo, aber mit
der Einschrinkung D = alL = konst..

Im Grenziibergang bleibt also D = alL konstant, wdhrend L — oco. Da
jedoch iiber die verschiedenen Realisierungen zu einem festen Wert von M
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gemittelt wird, ist eine gute Ubereinstimmung fiir grofe M zu erwarten, da
nur dann die Annahme von einer homogenen Verteilung von Fernverbindun-
gen gerechtfertigt sein wird.

Andererseits sollen die Fernverbindungen nicht die Netzwerkstruktur und
den Verkniipfungsgrad dominieren. Das bedeutet, es moge gelten M < LA,

5.2 Eindimensionales Problem

Es stehen zwei Gréflen im Mittelpunkt der Argumentation: Wenn man von
einem festen Knoten ausgeht, sei m(i) die Zahl der Knoten, die in ¢ Schrit-
ten erreicht werden konnen.® n(i) gibt an, wie viele Keime nach i Schritten
vorliegen. Dabei ist ein Keim ein zusammenhéngendes Stiick, also entweder
unser Ausgangsstiick oder eines, das durch eine Fernverbindung zuséatzlich
entstanden ist. Wenn ¢ um eins erhoht wird, wird sich m(i) zu m(i + 1)
folgendermaflen dndern:

m(i +1) = m(i) + Am® = m(i) + Amg) + Amgf)

Dabei repréasentiert Am,(f) die Anderung aufgrund der an jedem Keim an
beiden Seiten hinzukommenden Knoten und Amgf) den Beitrag von Fernver-
bindungen, die zu neuen Keimen fithren. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine
Liicke die Grofle j besitzt, ist gegeben durch

L—m-—j5—1
()
Pi= L—m-—1 '
()

Im Zéahler steht dabei die Anzahl der Moglichkeiten, L — m — j Knoten
ungeordnet in n—1 Liicken aufzuteilen, wobei eine Liicke mit genau 7 Knoten
gefiillt ist. Im Nenner steht die Anzahl der Moglichkeiten, L — m Knoten
ungeordnet in n Liicken aufzuteilen. Dafl dazu jeweils die um eins reduzierten
Groflen genommen worden sind, ist auf die Moglichkeit zuriick zu fithren,
sonst (L —m)/n zusétzliche Permutationen zu bilden. Dieses p; erfiillt die
Bedingungen » . p; =1und L —m =n3}_;jp;.

Liicken, die grofler als 2 sind, tragen 2 zu Amg) bei, kleinere Liicken

8Wir weichen hier von den Bezeichnungen bei NEWMAN et al. (2000) ab, die mit m
die Zahl der nicht erreichten Knoten bezeichnen. Entsprechend mufl dann L —m durch m
ersetzt werden.
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tragen hingegen ihre ganze Grofle bei. Es ergibt sich mit > p; =1

p1+22pj]

Jj=2

Am,(;) = n(i)

= n(i) [p1 +2(1 — p1)]
= 2n(i) — pin(i)

Im Schritt zuvor wurden Am{~Y neue Knoten erreicht. Die Dichte an Enden
von Fernverbindungen betriigt 2M/L, also hat man 2MAm®~Y /L Enden
von Fernverbindungen erreicht, die nun, im ¢-ten Schritt abgelaufen werden
konnen. Sie enden mit der Wahrscheinlichkeit (L—m(7) —Am,;)) /L in Liicken,
die nach dem i-ten Schritt noch existieren. Man verwendet hier die Annahme
1 <« M, da sonst nicht von einer homogenen Verteilung der Enden von
Fernverbindungen ausgegangen werden kann.

Amf = Iz

AmY DL = m(i) — Am]. (5.1)
Ebenso andert sich die Anzahl der Liicken

n(i+1) = n(i)+ An®

= i)+ 2y AL~ m(i) — Amf? — 4n(i)] — n(i)(pr + pa).
Dabei gibt der erste Term die Anderung aufgrund neuer Keime, der zweite
aufgrund sich schliefender Liicken wieder. Er ist um einen Term ~ —4n(7)
kleiner als Amy, da vier Plédtze in jeder Liicke so am Rand liegen, da8 sie
keinen neuen Keim bilden, wenn sie getroffen werden.
Es soll nun abgeschétzt werden, welche Terme das Verhalten fiir L — oo
dominieren. Fiir den letzten Term in der letzten Gleichung gilt

(n—1DL—m—n)! [(L—m—2)! (L —m—3)!
PLtP = T i = 2)] {(L—m—n)!—i_(L—m—n—l)!
n—1 L—m-—n
- L—m—l{ +L—m—2}
_ 2(n-1)
T L-m-1

Und man findet

n—1
L—-m-—1
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Von m kann in einem weiten Bereich angenommen werden, dafl es proportio-
nal zu L ist (m o L), gleichzeitig ist aber auch (L —m) o L. Dan < M +1
gilt, ist n unabhéngig von L beschrankt und proportional zu M. Auch wenn
M grof} ist, soll stets gelten M < L, dann kann der zweite Addent von Amy
vernachléssigt werden:

Amg) ~ 2n— —Ln(—nn;i)l
= ofL") 4+ o(L7Y). (5.2)

Damit dominiert der erste Term. Analog gilt
Am;) = ?Am( DIL —m(i) — Am,i)]
= AmY [o(L7Y) + o(L7") + o(L7?)] .
Daraus ist ersichtlich, dafi |[Am | < |Amy|. Also wird im Grenzfall grofier L
gelten

Am' ~ Amgj) ~ 2n(i).

Analog argumentiert man fiir n

An = ZEAmEIL — i) — Am? ~ dn(i)] ~ n(i) o1 + p2)
~ 2L_]‘24Am<f—1>[L —m(i) — Am{” — 4n(i)] — n(i)%

= oL +o(L™Y) +o(L7%) +o(L7?) +o(L7H).
Die ersten beiden Terme und der letzte Term bestimmen das Verhalten.
Am =~ 2n
M _nn-1)

An = 4n(L—m)ﬁ—2 7
—m

in Ubereinstimmung mit NEWMAN et al. (2000). Nach Ubergang zu Diffe-
rentialgleichungen lauten die Gleichungen

dm

S = 9 5.3
di " (5:3)
dn M  _nn-1)

Es wurde bereits festgestellt, dal m o« L und ¢ « L. Man setzt daher
m := m/L und r := i/L, dies bedeutet, dal m den Anteil der noch nicht
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erreichten Knoten an der Gesamtzahl angibt und der Ableitung der Ober-
fliche entspricht, die durch den Minimalabstand r von einem festen Punkt
definiert wird. Gleichzeitig kann die Ableitung von m als Verteilung des Mi-
nimalabstandes interpretiert werden. Es stellt » im Grenzfall die euklidische
Distanz auf dem Kreisbogen dar. Damit gilt

dm

—7 _ 9

dr "

dn N n(n —1)
— = 4Mn(1 - — 2—.
dr ! m) 1—m

Man kann nun die Variable r eliminieren, indem man das Verhéltnis der
beiden Gleichungen bildet

dn . n—1
— m )
dm 1—m

Die Losung davon ist mit ¢ € R als Integrationskonstante
n=—-2M(1—m)*+c(l—m)+ 1.

Aus den Randbedingungen m(0) = 0 und n(0) = 1 folgt ¢ = 2M. Setzt man
dieses Ergebnis in die Gleichung fiir m ein, so erhélt man

i
- = 4M(L = i) 42
bzw.
’]" =
4M/ m2 — —1/2M
2m — 1
= C + atanh———
2M 1+2/ ( \/1+2/M>
mit
1
C = atanh———.
V1+2/M
Dann ist

m(r) = '1+2/ tanh(2M+/1+2/Mr — C) + (5.5)
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Es ergibt sich nun die charakteristische Weglénge als

1 ~
Ez/rd—mdr
o dr
1
:/rdm
0

1 1
atanh———.
AM\/T+2/M V1+2/M

Diese Ndherung gilt fiir 1 < M < L, wie aus den Schritten in Gleichung
(5.1) und (5.2) hervorgeht (vgl. Abb. 5.3). Bei NEWMAN et al. (2000) wird
gezeigt, dafl auch der Grenzfall M < 1 zuléssig ist — eine Situation, die
zu verstehen ist, wenn M nicht als Zahl der Fernverbindungen sondern als
gekoppelt mit einer Wahrscheinlichkeit ¢ = M /2L betrachtet wird.

5.3 Mehrdimensionales Problem*

Nun gehe man von einem d-dimensionalen, hyperkubischen Gitter aus. Es
bestehe aus L? Knoten mit periodischen Randbedingungen (Torus). Jeder
Knoten ist mit seinen 2d néchsten Nachbarn (oben, unten, links und rechts,
vorne, hinten etc.) verbunden, d. h. [ = 1. Zusétzlich gebe es M zufillig
verteilte Fernverbindungen. Wie vorhin betrachte man die Gréfle m(i), die
angibt, wie viele der L? Knoten im Minimalabstand i erreichbar sind. Die
im i-ten Schritt neu hinzukommenden Knoten Am(i) = m(i) — m(i — 1)
bezeichnet man auch als Oberflache.

Es teilt sich die Oberflache wieder in zwei Anteile

Am(i) = Amy(i) + Amg(i),

wobei Amy, das reguldre Wachstum an den schon vorhandenen Keimen er-
fat, wéhrend Am; die neuen Keime bezeichnet. Im Fall des reguldren d-
dimensionalen, hyperkubischen Gitters ohne Fernverbindungen ergibt sich
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die Oberfliche einer ,,Kugel“? mit Radius i < L/2 zu

Zdidfl i3
a(i) = @= + o([i")
(0 <i < L/2, da es sonst wegen der endlichen GréBe des Gitters zu Uber-
schneidungen kommt, die hier nicht beriicksichtigt werden sollen).

L] aq(i) |
2

4i

4¢* + 2

8i%/3 4 16i/3
4i* /3 +200? /3 + 2

U | W N~ &

Tabelle 5.1: Die Oberflichen einer ,,Kugel“ mit Radius ¢ > 1 auf dem d-dimensionalen
(hyper-) kubischen Gitter.

Das Wachstum eines Keims, der bereits j—1 Schritte gewachsen ist, ergibt
sich ohne Uberschneidungen mit anderen Keimen zu a(7); in diesem Fall gilt

i1

Amp(i) = Y alj—1D)Amg(i —j+1) +a(i 1)

j=2
. 2M . d . .

Amg(i) = ﬁAm(z — DL — m(i) — Amy(3)]. (5.7)
Wenn man wie hier den Uberschneidungsterm vernachlissigt, so sollte die
Approximation wenigstens fiir kleine ¢ das richtige Verhalten haben, da in
diesem Bereich noch keine Uberschneidungen vorliegen.

Die vorliegenden Terme behandeln das Problem so, dafl ein Knoten, der
mittels Fernverbindung auf zwei oder mehr Wegen erreicht werden kann,
zwei mal oder noch ofter gezahlt wird. Richtig wére es jedoch, jeden Knoten
nur ein einziges Mal zu beriicksichtigen. Deswegen fragt man, wie grofl die
Wahrscheinlichkeit ist, dal ein Knoten, der neu hinzukommt, noch nicht auf

9In der Mathematik wird der Begriff der Kugel im Zusammenhang mit einer festen
Metrik d(.,.) im Raum R folgendermaflen definiert:

B (2) :={y € Rld(z,y) < e}. (5.6)

Diese B werden als Kugeln bezeichnet. Fiir die euklidische Metrik bilden die B Kugeln
im herkémmlichen Sinne. Die hier gebrauchte Manhatten-Distanz, die mathematisch einer
Eins-Norm entspricht, bildet B in Form von Polyedern.
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Am(1)

Abbildung 5.1: Small-World-Modell (Typ C, I = 1). Links: eindimensionales Mo-
dell mit L = 10000 und M = 1,10,100,300,1000,2000,7000,10000 von blau nach
rot (1000 Stichproben). Rechts: zweidimensionales Modell mit L = 100 und M =
10, 20, 40, 100, 200, 400, 1 000, 2 000, 4 000, 10000 von blau nach rot (100 Stichproben).
Oberflédche als Funktion der Schrittzahl. Kreuzchen stehen fiir die Ergebnisse der Simu-
lation; durchgezogen die Kurven, die sich aus den Iterationsgleichungen (Gl. 5.8 und 5.7)
ergeben.

anderem Wege erreicht wurde. Diese Wahrscheinlichkeit ist (L? — m(i))/L%:
Fiir eine ausreichende Anzahl von langreichweitigen Verbindungen M > 1
mitteln sich die Differenzen, die durch unterschiedliche Form und Anordnung
der neuen Keime hervorgerufen werden, heraus. Die Wahrscheinlichkeit des
Uberlapps ist dann nur noch vom zur Verfiigung stehenden Platz bestimmt.
Dies muB auf den ohne Uberlappterm als zur Verfiigung stehend angenom-
menen Platz bezogen werden; damit ergibt sich der Faktor (L? —m) /L.

4 _ (i) [ =
Amy(i) = LL—dO (Z a(j —1)Amg(i —j+1) +a(i — 1)) (5.8)

=2

Dieser Zusammenhang wurde in numerischen Simulationen fir d = 1,2
bestitigt (Abb. 5.1). Es ergibt sich in beiden Fillen eine Ubereinstimmung
in einem weiten Bereich von eingefiigten Fernverbindungen, der durch 1 <«
M < L% charakterisiert werden kann.

Es wurde von MOUKARZEL und ARGOLLO DE MENEZES (1999) dar-
auf hingewiesen, dafl das Small-World-Phdnomen im d-dimensionalen Gitter
nicht von der mittleren Distanz zwischen zwei Enden von Fernverbindungen
abhéngt, die bei einer Dichte von Enden von Fernverbindungen p durch

dy, = p~ /1
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gegeben ist. Hier wird jedoch ein anderer Blickpunkt eingenommen, weil M
als konstant angenommen wird, was fiir L. — oo ein gegen Null konvergie-
rendes p verursacht. Die Abstédnde in der Einbettungsgeometrie sollen beim
Grenziibergang endlich bleiben, es wird also nochmal durch L geteilt.

deo = lim dr !

imes L (2M)V%

Die von MOUKARZEL und ARGOLLO DE MENEZES (1999) angegebene cha-
rakteristische Lange &, mufl ebenfalls auf die Einbettungsgeometrie bezogen
werden und ergibt sich dann zu

§o  In(8M)

oo = lim

L=oo L /8M

und ist somit nur von M bestimmt. Diese Lange gibt an, bei welchem Git-
terabstand der minimale Abstand als echt kleiner als der Gitterabstand an-
genommen werden kann.

Nun soll der Ubergang zu einem Kontinuumslimes vollzogen werden. Dies
ist gerechtfertigt, weil die Am fiir verschiedene L mit festem M ein gemein-
sames Verhalten zeigen (s. Abb. 5.2).

X 10°
10
Am(z) 2o Dt GRS el < . W'k
L 1o boped j“l Fonow + L=2000 Am(3)
A L=3000 L
X L=4000 107E
< L=5000
o L=6000
o o toaom 107
*  L=9000
% L=10000
i i 10"
10° 107
Z Z
L L
Abbildung 5.2: Small-World-Modell (Typ C, [ = 1) Am(i)/L tiber i/L fiir verschiedene
Gitter mit M = 100 Fernverbindungen: Wie erwartet ergibt sich in allen Fillen eine

gemeinsame Grundkurve. Links: Eindimensionales Modell mit 1 000 Stichproben. Rechts:
Zweidimensionales Modell mit 50 Stichproben.

Dazu geht man wie im eindimensionalen Fall zur Variablen x := i/L {iber
und untersucht m := m/L? (ebenso fiir iy, und my) mit M konstant. Es
geht a(i) in a(z) = 292471 /(d — 1)! iiber. Unter Auslassung verschwindender
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Terme findet man:

%mk _ (/ L—mf(ac—x)dzv—i—a( ))

_ (/ iz — a') L —xmf( ’)dx'—l—d(w))

Ly = 20— ()

Dabei sieht man, dafl

d _ S d _
dxmk dxmf‘

Also ergibt sich fiir m die Gleichung
d

X

mit der Anfangsbedingung
m(0) = 0.
In einer Dimension ist der Ansatz exakt losbar

M+1

M) = 1=\ 3 etorer

g = = ([ e = 20 - @) e -t )

49

(5.9)

allerdings zeigt sich, dafl er den selben Giiltigkeitsbereich hat, wie der bereits

im vorangehenden Absatz vorgestellte (Gl. 5.5, vgl. Abb. 5.3).
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Abbildung 5.3: Eindimensionaler Small-World-Graph im Kontinuumslimes. Vergleich von
%—T iiber r aus Gleichung (5.5) in magenta (dies ist in diesem Falle gleichzeitig der Verlauf
von n(r)), aus Gleichung (5.9) in rot und Ergebnissen einer Simulation (blau) fiir verschie-
dene M und in einem Netzwerk mit L = 10000 vom Typ C (I = 1, 1000 Stichproben).
Der hier vorgestellte Ansatz bildet in diesem Bereich das Verhalten genauer ab, als die

Molekularfeldngherung (Gl. 5.5).
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A’pbildung 5.4: Zweidimensionaler Small-World-Graph im Kontinuumslimes. Vergleich von
%—T iiber r aus Gleichung (5.10) in rot und Ergebnissen einer Simulation (blau) fiir ver-
schiedene M und in einem Netzwerk mit L = 100 vom Typ C (I = 1): Fiir M < 1000 sind

die N&herungen gut.
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Es soll nun fiir den Fall d = 2 weitergerechnet werden, da zu diesem
numerische Ergebnisse des Autors vorliegen.

i
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1
&bk
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!

faanss
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.
S,
B

b
Sk

i
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Abbildung 5.5: Small-World-Modell (Typ C, I = 1). Links: Eindimensional mit L = 10000
und M = 1,10, 100, 300, 1000,2000 von blau nach rot, sowie M = 7000 in hellgriin und
M = 10000 in dunkelgriin (1000 Stichproben). Rechts: Zweidimensional mit L = 100 und
M = 10, 20, 40, 100, 200, 400, 1 000, 2 000, 4 000, 10 000 von blau nach rot (100 Stichproben):
Im eindimensionalen Fall ist ein Kontinuumsmodell bis zu einer Zahl von Fernverbindun-

gen, die 1% der Knotenzahl entspricht, zuldssig; im zweidimensionalen Fall ist bis ca. 10%
eine gute Ubereinstimmung erkennbar.

Man erhélt!0
d .

L o= Al-m) <2M/$(m—x')(1— )d—~dx —I—:(:)
4(1 —m <:v+2M/ mdx—M/ ~2dx)
41— >(x+M{x_/o< - >de (5.10)

Mit der Anfangsbedingung 7m(0) = 0 ist ersichtlich, daf§ dm(0)/dz = 0. Fiir
kleine & = ¢ ist folglich 7m(e) ~ 0 und damit ['(1 —m)? ~ z, was wiederum
dm(e)/dz ~ 4 > 0 zur Folge hat. Da nun 0 < (1 —

m)? < 1 ist
0< / (1 —m)da’ < .
0

100ber partielle Integration rechnet man nach, dafl

b

Crrar = 5 @)
b 1
/ zfflde = 3 (xf2 f2dm> )
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Man schlieit daraus, daf3

d

—m >0

dxm -
solange m < 1. Da aber m > 1 sofort zu einem Vorzeichenwechsel der Ablei-
tung fiihrte, bleibt m < 1.

Es ist nun die Verteilung der Minimalabstdnde gegeben durch
dm

P(x) = —.

(@) =

Niherung fiir unendlich grofle Systeme

Fiir unendlich grofie Netzwerke hat MOUKARZEL (1999) bereits einen analyti-
schen Ausdruck fiir die Verteilung der Abstédnde bei Small-World-Netzwerken
beliebiger Dimension angegeben. Er hat dabei jede Form von Uberschneidun-
gen der Keime vernachléssigt (da es ja unendlich viel Platz gibt) und folglich
auch nicht den Fall beriicksichtigt, daf§ eine Fernverbindung zu einem bereits
erreichten Knoten fiihrt. Auf den hier diskutierten Ansatz bezogen ist dies
der Grenzfall kleiner Zahlen von Fernverbingungen M und kleiner Distanzen
x.

In der bisherigen Argumentation und Notation erhielte man bei vélliger
Vernachlissigung von Uberlapptermen folgende Ausdréke

Amyg(i) = 4ZjAmf(2' —j+1)+43G—1)

Amys(i) = —Am(i—1).

Wenn hier ebenfalls mit L? zu m = m/L? normalisiert und die Variable x
verwendet wird, so erhélt man

i—? - 8M/0 dey + 4z (5.11)
MOUKARZEL (1999) argumentiert bei der Berechnung des im i-ten Schritt be-
deckten Volumens m(i) folgendermaflen. Es ist die Oberfléche eines einzigen
Keimes nach der Zeit 7, die als kontinuierlich betrachtet wird, gleich aq(1)i¢*
und dieser Primérkeim nimmt das Volumen a4(1) fol j471dj ein. Zusitzlich
entstehen neue Keime mit der Wahrscheinlichkeit 2Mag(1)i¢"!/L? und tra-
gen zum Volumen, falls sie zum Zeitpunkt j entstanden, m(i — j) bei. Damit
ergibt sich also die selbstkonsistente Gleichung

2M

(i) =T [ 0+ 2l = )i
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Im bislang behandelten Fall ist d = 2 und as(1) = 4. Es soll wie oben mit
m =m/L* und x = i/L weitergerechnet werden. Dies fiihrt zu

m@»:41fyu+2Mm@—y»mL

Einmaliges Differenzieren dieser Gleichung fiihrt mit der Randbedingung
m(0) = 0 auf Gleichung (5.11).

5.4 Allgemeiner Skalenansatz*

Nun soll die Skalierung der Variablen M mit einbezogen werden. Es wird
deswegen t = M1/ /L gesetzt. Wiederum ist 7 := m/L? (ebenso fiir 1, und
my) und 7 :=n/M. Es geht a(i) in a(z) = cgt? ! iiber mit ¢g := 2%/(d —1)!,
also a(t) = M@=D/d[=d+14(j). Man findet unter Auslassung von Termen
o(L™1) und o(M L~%)

d _ _ [a(t) b Lhd ,
iy = (1— = = =i (t — t)dt
at'" (7m(M+AaHM&W( )
d 2M d
S o= 21— mt)—m(t).
5 7 ( m(t))dtm(t)

Dabei sieht man, dafl

d . -
amk > amf.

Also ergibt sich fiir m die Gleichung

%fn = (1—-m) (% + 2/0 a(t)(1 —m(t — T))%m(t _ T)dT)
d-1

= c¢4(1—m) <tﬁ + 2/0 (t— 7)1 — m(T))%m(T)dﬂ‘) (5.12)

mit der Anfangsbedingung m(0) = 0. Im Bereich um ¢ = 0 dominiert der
erste Term. Der Punkt t* sei derart definiert, dafl hier die Grofie der beiden
Terme gleich sei. Man nehme an, daf§ in diesem Bereich noch m(t*) < 1
gelte. Dann ist folgende Néherung zuléssig
d td—l
t<t': —m(t) = cg———
a0 = gy
d K dnm
<t m(t)<1: am(t) = QCd/O (t— T)d_ld—TdT.
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Die zweite Gleichung kann durch d — 1-maliges Ableiten nach ¢ auf folgende
Form gebracht werden

dd

() = 2ca(d — Dlin(t) = 27 (t). (5.13)

Daraus folgen die Losungen

td
t<th: n(t) = cg——
mt) = cagyy

tr<t mt)<1l: ) =)

mit v = 2% und to als Integrationskonstante. Die Exponentialfunktion
wiéchst schneller als die Potenz im ersten Ausdruck. Andererseits ist der erste
Ausdruck fiir ¢ = 0 ebenfalls Null, die Exponentialfunktion ist aber grofier
Null. Dies erméglicht es, die beiden Ausdriicke so aneinander anzuschlielen,
daf} ein stetiger Verlauf entsteht, der zudem eine stetige Ableitung besitzt
(ENGL. matching). Diese Bedingung liefert die Gleichungen

) Lo, 1
e =
“in
. | t*(d—l)
fye’Y(t to) = Cgq i (514)
Daraus ergeben sich die Ausdriicke
d
o= — (5.15)
Y
1 Cq
ty = t"—t"Int" — —In——. 5.16
0 n ~ ndM ( )

Um dieses Ergebnis zu erreichen wurden Terme der Ordnungen o( L), o(M 1)
und o(M L~¢) ausgelassen. Dieses Vorgehen ist nur zulissig, wenn

1< MY < L (5.17)

gilt. Dies deckt sich mit dem Giiltigkeitsbereich der Ndherung fiir d = 1 von
NEWMAN et al. (2000), wie sie oben (S. 41) dargestellt wurde.
Fiir d =1 ist ¢4 = 2 und v = 4. Dann ist ¢* = 1/4 und

11 1 M
e Y R
o TR R
1 1
— 4+ ZIn2M. (5.18)

4 4
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Abbildung 5.6: Small-World-Modell (Typ C, I = 1, d = 2): Ergebnisse einer Simulation
mit verschiedenen Werten von M. Diese wurden jeweils um ¢y gemifl Gleichung (5.16)
verschoben. Dabei wird deutlich, dafl von den hier verwendeten M-Werten nur wenige die
Bedingung (5.17) erfiillen.

Der Fall d = 1 kann auch in geschlossener Form gelost werden. Gleichung
(5.12) lautet

= 4(1—m)/0(1—m)imdr

dt dt
(t)
_ 4(1—m)[(0) (1 )
= 41— -,

2

wobei Terme der Ordnung o(M ') ausgelassen wurden. Die Losung lautet

(NI

m(t) =1— (') 4-1)" (5.19)

Da Terme der Ordnung o(M 1) nicht beriicksichtigt wurden, ist diese Lésung
nur fir ¢ > ¢* sinnvoll und mufl bei t* = 1/4 an die Losung fir ¢t < t*
angeschlossen werden. Diese lautet

t<t': mt)=—.

Falls t* — ¢ty < 0 kann die Ableitung von m aus Gleichung (5.19) durch ihren
asymptotischen Verlauf angenihert werden, so daf§ sich fiir das Anpassen
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folgende Gleichung ergibt

3 i 9t —to)

M

Also muf} die Integrationskonstante den Wert
L 1
to = + Z ln M

haben. Daran sieht man bereits, dal die Bedingung t* — tq < 0 erfiillt ist.
(Der Unterschied zum Ergebnis aus Gleichung (5.18) riihrt daher, daf8 sich
der asymptotische Wert der Ableitung um einen Faktor 2 vom Verlauf, der
in Gleichung (5.14) angenommen wurde, unterscheidet.) Um auch ¢, zu be-
rechnen, verwendet man eine Anschlufbedingung fiir m

3\2; Lo (1+ e4(t*_t°))_%

= (1+1/M)=.

N[

Damit folgt unter Verwendung von (1+¢)™"/2 =~ 1—¢/2+0(c7%), was M >> 1
voraussetzt,

%§<1—(1+1ﬂwyé>

A

Q

Hinsichtlich der Skalierung nach M soll nun nochmals der Ansatz von
NEWMAN et al. (2000) untersucht werden. Man setzt nun — mit d = 1! —
t =iM/L und n = n/M. Es ergibt sich mit dieser Bezeichnung ausgehend
von den Gleichungen (5.3) und (5.4) auf Seite 43

din

= 95

dt "

d~ 5 (n —
iy = s - 2R M)
dt 1-—m

Unter Vernachlissigung der Terme o(M 1) folgt

din

D) ¥

at "

d7 2772
Y Ry |

dt
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Abbildung 5.7: Small-World-Modell (Typ C, I =1, d = 1). Von blau nach rot sind Daten
aus einer Simulation zu sehen, die nach ¢ umskaliert und um t; geméf Gleichung (5.16)
verschoben wurden. In griin sind die beiden analytischen Ausdriicke zu sehen: Approx 1
entspricht 2n = dm/dt gemif Gleichung (5.20), Approx 2 zeigt die Ableitung von /m nach
Gleichung (5.19), wobei in beiden Ndherungen ¢y gleich Null gesetzt wurde, da es durch die
Verschiebung der Simulationsdaten bereits beriicksichtigt wird. Links: Globale Ansicht.
Rechts: Detail. Es ist zu erkennen, da} M = 100,300, 1000 im von der Bedingung (5.17)
angegebenen Bereich liegen.

Diese konnen nach dem gleichen Verfahren wie oben gelost werden. Wieder
bildet man den Quotienten der beiden Gleichungen

dn n

=91 =) —

am A

dessen Losung durch
A(t) = —2(1 —m)* 4+ ¢(1 — )

gegeben ist. Die Randbedingungen lauten m(0) = 0 + o(M 1) und n(0) =
0+ o(M™1), so daB sich ¢ = 2 ergibt. Also folgt

.
d—?:4(1—m)m

mit der Losung

1

1 + e—4(t=to)
- 2
i) = ey e (5.20)

Wiederum soll dieses m so angepaf3t werden, daf es bei t* an 2¢* /M anschlief3t
und daBl n(t*) = 1/M. Dabei setzt man wiederum t* — t; < 0 voraus, um
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zum asymptotischen Verlauf iibergehen zu konnen.

1
M

1

At~ 2070 £

Setzt man dieses Ergebnis in die Anschlulbedingung fiir m ein, so folgt

2t* . 1
o7 _ (1 4+ o4 —to)) 2
B 1
1 42M
. 1
o~ —
4

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen fiir den allgemeinen Fall (Gl. 5.15
u. 5.16), falls M > 1.

5.5 Small-World-Modell: Zusammenhang von Gitter-
abstand und Minimalabstand*

Die Verteilung der Minimalabsténde gibt nur einen Teil der Information iiber
das Netzwerkverhalten wieder. Eine weitere Frage ist: Wie ist die Verteilung
des Minimalabstandes fiir zwei Knoten mit bekanntem Gitterabstand?

Ohne Einschrénkung sei [ = 1 und L ungerade, also L = 2N + 1 und die
Grofe des d-dimensionalen Gitters ist L¢ mit periodischen Randbedingungen.
Man mache sich klar, daf} der maximale Abstand zweier Knoten in einem
solchen Gitter gleich dNV ist. Nun betrachte man die Wahrscheinlichkeit, dafl
zwei Knoten den minimalen Abstand s besitzen unter der Bedingung, dafl
sie im Gitterabstand n zueinander liegen; diese Wahrscheinlichkeit wird mit
P(s < n|n) bezeichnet. Falls s > n, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich Null.
Wenn n < s, so wurde wenigstens eine Fernverbindung benutzt. Da diese
vollig zufillig verteilt sind, kann P(s|n) nicht von der Position der Knoten
zueinander abhéngen. Dies bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit unabhéngig
von n sein muf:

P(s < n|n) = A(s). (5.21)

Diese Annahme wurde in numerischen Simulationen fiir das zweidimensionale
Small-World-Modell (Typ C) bestétigt (s. Abb. 5.8). Fiir das eindimensionale
Modell finden sich numerische Ergebnisse in MOUKARZEL (1999).
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Abbildung 5.8: Zweidimensionaler Small-World-Graph: Zusammenfall von P(s < n|n)
iiber s fiir verschiedene Werte von n. Gitter mit 2012 Knoten und 100 Fernverbindungen.

Weiterhin sei P(n|s) die Wahrscheinlichkeit, da8 zwei Knoten mit Mini-
malabstand s den Gitterabstand n haben. P(s) gebe die Wahrscheinlichkeit
an, dafl zwei beliebig gewihlte Knoten den Minimalabstand s besitzen und
P(n) die Wahrscheinlichkeit, da8 zwei beliebig gewiihlte Knoten den Git-
terabstand n haben. Dies ist einfach die Anzahl der Knoten, die man im
Gitterabstand n < N von einem festen Ausgangspunkt findet, geteilt durch

die Gesamtknotenzahl L?.

P(n) = Zr—adn)
- 12) ! ol (5.22)

Schlielich gebe P(s,n) an, wie gro die Wahrscheinlichkeit ist, dafi zwei
zuféllig ausgewdhlte Knoten gleichzeitig den Gitterabstand n und den Mini-
malabstand s haben.

Es gilt P(s,n) = P(n)P(s|n) und mit Gleichung (5.21) und s < n folgt
P(s,n) = P(n)A(s). In diesem Fall ist also P(s,n) durch dN Gréen (die
A(s)) bestimmt, da die P(n) = >, P(s,n) bekannt sind. Es bleiben die
P(n,n) zu bestimmen, ebenfalls dN Unbekannte. Nun ist P(s) = > P(s,n),
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Abbildung 5.9: Zweidimensionales Small-World-Modell: Weglidngen vom zentralen Punkt
in einem Gitter der Grofle L = 200 und mit 100 Fernverbindungen. Nahe Punkte sind blau
eingefirbt, weit entfernte rot. Wihrend die ersten Keime regelméflige Rauten sind, bilden
die sich gegen Ende schlieenden Stellen langgezogene Rechtecke.

wobei P(s) als bekannt vorausgesetzt wird. Dabei handelt es sich um je dN
Gleichungen, aus denen durch das Eliminieren von P(n,n) das Gleichungs-
system

dN s—1
P(s) — P(s) = A(s) > P(n)—P(s)>_ A(n)
n=s+1 n=1

hervorgeht, dessen Koeffizientenmatrix bereits diagonal mit nicht verschwin-
denden Diagonalelementen ist. Folglich existiert eine eindeutige Losung des
Problems. Durch Riickwértseinsetzen erhélt man auch die
n—1 dN
Plnn) = Pn)(1 = 3" Als)) = Pn) 3 A(s),
s=1 s=n

wobei von der Beziehung > A(s) = 1 Gebrauch gemacht wurde. Insgesamt
folgt

P(s,n) = P(n) (9(n — 5)A() + Osn Z A(z’)) .

Auch hier soll nun der Kontinuumsfall untersucht werden. Da es sich bei

den P(s), P(n), P(s,n) etc. um Wahrscheinlichkeitsdichten handelt, gilt:
P(s)ds = LP(x)dz
P(s,n)dsdn = L?P(xz,y)dzdy,
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wobei ds = As = 1. Ebenso fiir A(s) und P(n). Es gilt 0,,, — Li(x — y).
Damit erhélt man fiir L — oo

_ 2 fird=1
P(y) { 4(1/2 = |y —1/2))%1 fiir d = 2
Pla) = Pl) = Alz) [ Plo)y— P2 / " Aly)dy

Plry) = 6(y - 2)P(y)Ax) + 6y — 2)P(y) / Az)d.

Es zeigt sich damit, daf die Verteilung P(x,y) vollstindig bestimmbar ist
aus geometrischen Uberlegungen und der Kenntnis von P(x).

=200

n=40

n=80

0.02F o A n=120 J

+  n=160

n=200

<n>

Gauss—Fit b

0.005

1 1 il 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 5.10: Zweidimensionaler Small-World-Graph (Typ C): P(s < n|n) iiber s fiir
verschiedene Werte von n. Gitter mit 5012 Knoten und 200 Fernverbindungen. Kleine
Abbildung: 25000 Fernverbindungen.

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall, wie er von MOORE und NEW-
MAN (2002) dargestellt wurde, ist im zweidimensionalen Fall P(s < n|n) nicht
normalverteilt. Eine mogliche Erklarung dafiir kénnte sein, dafl im eindimen-
sionalen Fall fiir die Groe m(r) eine Symmetrie zwischen Werten fiir r — 0
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und r — 1 besteht, die im zweidimensionalen Fall aber nicht mehr vorlegt,
da die entstehenden Keime rautenformig sind, wahrend die sich schliefenden
Liicken langgezogenen Rechtecken &hneln (vgl. Abb. 5.9).
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6 Dynamik: Epidemien, Perkolation und Ak-
tivitdtsmuster

6.1 Perkolation

Ein aus der statistischen Physik bekanntes Problem ist die Perkolation, die
auf Netzwerken eingehend untersucht wurde. Gewohnlich spricht man von
Perkolationsphinomenen auf Netzwerken!!, wenn auf einem Graphen die
Knoten (Platzperkolation, ENGL. site percolation) oder die Kanten (Bin-
dungsperkolation, ENGL. bond percolation) mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit belegt sind und dabei die Frage untersucht wird, bei welcher Wahr-
scheinlichkeit eine zusammenhéngende, das Netzwerk iiberspannende An-
sammlung (ENGL. infinite cluster) bzw. iibergrole Komponente (ENGL. giant
component) entsteht, die den gesamten Graphen iiberspannt. Diese Grenz-
wahrscheinlichkeit wird als Perkolationsschwelle (ENGL. percolation thres-
hold) bezeichnet.

Im allgemeinen untersucht die Perkolationstheorie die Skalenexponenten
bestimmter Gréflen. Diese hdngen von der Dimension ab, oberhalb der kriti-
schen Dimension d, sind die Exponenten universell. Da Netzwerke von hoher
Dimension sind (vgl. S. 14), gibt es Parallelen zur Perkolation in unendli-
cher Dimension (ALBERT und BARABASI 2002) und man findet die selben
Exponenten (SCHWABL 2000, 395f).

Zu Beginn soll ein exakt losbares Beispiel fiir Perkolation untersucht wer-
den.

Definition 16 Man gehe von einem Knoten aus, der mit k weiteren Knoten
verbunden ist. Jeder von diesen hat wiederum k — 1 weitere Nachbarn, die
wiederum k — 1 weitere Nachbarn haben, so daf$ der entstehende Graph ein
Baum ist. Dieses Verfahren wiederholt man l-mal. Alle Knoten haben den
Grad k, aufler den duflersten Knoten, die als Oberfliche bezeichnet werden.
Graphen dieser Art heiflen Bethe-Gitter oder Cayley-Baum mit [ Schalen.

Beim Bethe-Gitter ist die Zahl der Knoten an der Oberfliche gleich k(k—
1)1 die GroBe des Graphen mit [ Schalen (sein Volumen) ist

-1
NIy =14> k(k—1)=1+

=1

(k—1)"' -1
k—2

Vgl Anm. 10 in MOORE und NEWMAN (2000), wo darauf hingewiesen wird, daf im
urspriinglichen Wortsinn nicht von Perkolation gesprochen werden kann. Dennoch hat sich
der hier verwendete Sprachgebrauch in den letzten Jahren eingebiirgert.
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Abbildung 6.1: Bethe-Gitter der Ordnung k = 3.

Es ist ersichtlich, daf§ fiir grofle [ die Oberfliche des Graphen proportional
zum Volumen ist. Bei d-dimensionalen Gittern gilt Oberfléiche o< Volumen' /¢,
in diesem Sinne ist das Bethe-Gitter ein unendlichdimensionales Gitter.
Satz 3 Die Schwelle fiir Bindungsperkolation im Bethe-Gitter ist
1
Pe= %=1

Beweis: Um einen unendlichen Pfad durch das Bethe-Gitter zu finden, mufl
von einem Knoten, zu dem man gelangt, wenigstens eine der £ —1 mdglichen,
weiterfithrenden Verbindungen existieren, also (k — 1)p. = 1. ged.

Definition 17 Sei P(k) eine Verteilung der Zufallsvariablen k € N. Dann
heifst

Eo(z) =Y _2*P(k)

mit z € C erzeugende Funktion der Verteilung P(k).
Die erzeugende Funktion enthélt dieselbe Information wie die Verteilung.
Satz 4 Aus der erzeugenden Funktion kann die Verteilung errechnet werden:

1 dkE[) 1 E()(Z)

Pk = =220 —
(F) KU dek | _, 2w Jo 2R

dz. (6.1)
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Dabei wurde vom Cauchyschen Integralsatz Gebrauch gemacht.

Satz 5 Aus der erzeugenden Funktion kann das n-te Moment der Verteilung
folgendermafen berechnet werden:

(k") = g k" P(k) = Kz(%)nEo(z)} - (6.2)

Satz 6 Sei Ey(z) die erzeugende Funktion der Verteilung (hier als py be-
zeichnet) der Zufallsvariablen k. Dann ist die erzeugende Funktion der Ver-
teilung der Zufallsvariablen K = ki + ko + ... + k., die durch die Summe von
m Werten von k entsteht, gegeben durch [Ey(z)|™.

Beweis: Die Verteilung der Summe von m Werten kann immer auf die Sum-
me zweier Werte zuriickgefithrt werden, indem man die Verteilung zweier
Teilsummen betrachtet. Es gilt fiir m = 2

2
[Eo(2))? = [Z kak:] => Fpip =
k ik
= popoz” + (pop1 + P1po)z" + (pop2 + Pip1 + P2po)z” + ...

Da alle moglichen Kombinationen zweier p, vorkommen und mit der zu-
gehorigen Potenz von z multipliziert werden, ist klar, dafl der letzte Ausdruck
die erzeugende Funktion von P(K) ist. ged.

6.1.1 Perkolation auf Zufallsgraphen

Nun werden einige Ergebnisse fiir Zufallsgraphen mit beliebiger Gradvertei-
lung P(k) vorgestellt (NEWMAN et al. 2001). Die erste Eigenschaft, die mit
diesen Hilfsmitteln untersucht werden soll, ist die Verteilung des Grades des
Knotens, den man erreicht, wenn man eine zufillig ausgewéhlte Verbindung
ablauft. Die Wahrscheinlichkeit, auf diese Weise einen bestimmten Knoten
zu erreichen, ist proportional zum Grad dieses Knotens, der der Verteilung
P(k) folgt. Damit ist die zugehorige, normalisierte Erzeugende

Yk P(R)  Ey(z) _ Eg(2)

S kP(R) BN (k)

Beginnt man bei einem beliebigen Knoten und folgt allen Verbindungen, so
folgt der Grad dieser Verbindungen der zu obigen Erzeugenden gehtérenden




6.1 Perkolation 67

Verteilung, allerdings zéhlt man dabei die Verbindungen zum Ausgangskno-
ten mit. Will man dies vermeiden, um die Verteilung der Zahl der zweitnéch-
sten Knoten zu berechnen, so mufl man die erzeugende Funktion durch z
teilen:

BB
PO =50 = w

(6.3)

Dies ist die Verteilung, der von den im ersten Schritt erreichten Knoten aus-
gehenden Verbindungen.Damit handelt es sich um die Zahl der zweitnéchsten
Nachbarn, die iiber eine Verbindung erreicht werden konnen. Dabei ver-
nachlissigt man, da mit Wahrscheinlichkeit N~! diese Verbindungen zwi-
schen den schon erreichten Knoten liegen. Fiir grofle Gesamtknotenzahlen N
ist dies gerechtfertigt und bedeutet, dafl man von einer baumartigen Struktur
(vgl. Def. 12) des Graphen ausgeht. Uber die Summeneigenschaft aus Satz 6
folgt dann fiir die Verteilung der zweitnéachsten Nachbarn

D B(2)]P(k) = Eo(Ei(2)).

k

Daraus kann die mittlere Zahl der zweitnachsten Nachbarn berechnet werden

d

Vo = {—EO(El(z))}

dz = Ey(DEN(1) = Eg(1) = ZI; k(k —1)P(k). (6.4)

z=1

Analog lassen sich die Verteilung der drittnéchsten Nachbarn zu Ey(E;(E1(1)))
usw. berechnen. Es ergibt sich damit

v = [E5 ()] Eg(1) =

wobei v; = (k) und m > 1. Es kann nun die charakteristische Weglinge
abgeschétzt werden, wenn man annimmt, daf§ 1 + Zi@:l Vm =~ N, wobei
N > vy, 5. Es ergibt sich dann

In (%(N— 1) +1>

In(vy/14)
In(N/vy) + Inf(ve — 1) /11]
In(v/v1) ‘

Man vergleiche dieses Ergebnis mit Gleichung (4.1). Dies ist eine grobe Ab-
schiatzung. Wenn P(k) ~ k=7 mit v < 3, so divergiert 15, wie sich aus Glei-
chung (6.4) ersehen 1a8t. Dies liegt an der Annahme baumartiger Strukturen,
die fiir v < 3 nicht zul&ssig ist.
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Nun wollen wir die Verteilung der Gréfle von Zusammenhangskomponen-
ten untersuchen. Es sei H;(z) die Erzeugende der Verteilung der Gréfie von
Komponenten, die man dadurch erreicht, dafl man eine Verbindung zuféllig
auswéihlt und zu einem der Enden 1duft. Dabei soll H;(z) oberhalb der Perko-
lationsschwelle ohne die iiberspannende Ansammlung gebildet werden. Aufler
im Bereich des Phaseniibergangs wird deswegen die Verteilung von Kompo-
nenten endlicher Grofle gebildet. Die Wahrscheinlichkeit, geschlossene Schlei-
fen (zyklische Untergraphen) zu finden, ist ~ N~!, damit im Grenzfall groBer
N vernachléssigbar. Damit wird erneut die Annahme baumartiger Struktur
gerechtfertigt (vgl. Abb. 6.2).

RN

Abbildung 6.2: Graphische Darstellung der Summenregel mit baumartiger Struktur.

Folglich besteht eine Komponente aus dem Ausgangsknoten, an den sich
baumartig weitere Komponenten anschlieflen, die der gleichen Verteilung fol-
gen, die von Hy(z) erzeugt wird. Mit der Summeneigenschaft aus Satz 6 mufl
also gelten

Hi(2) = 2qo + 2q1 Hy (2) + 2qo[Hy ()] + ...

wobei g, die Wahrscheinlichkeit angibt, neben der Verbindung, auf der man
zum Knoten gelangt ist, weitere k£ Verbindungen zu finden. Mit den Aus-
fithrungen zur Verteilung (Gl. 6.3) genau dieser Wahrscheinlichkeit erhilt
man

Hi(2) = zE1(H1(2)). (6.5)

Startet man nun bei einem zufillig ausgewéhlten Knoten, so findet man an
jedem Ende eine Komponente dieser Art und kann mit der Summenregel die
Erzeugende der Verteilung der Komponentengrofie herleiten

Die durchschnittliche Grofle einer Komponente ergibt sich zu

(s) = Hy(1) = 1+ Ey(1) Hi(1).
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Mit Gleichung (6.6) erhélt man iiber
Hi(1) =1+ By (1) Hi(1)
die Beziehung

Eo(1)

<S>:1+1_—E1(1).

Fiir £{(1) < 1 existiert keine iiberspannende Ansammlung. Die Grofle der
endlichen Komponenten divergiert fiir £{(1) = 1, was gleichbedeutend ist
mit

0 = Eg(1) — Eg(1)
= > k(k—2)P(k)
= (K?) — 2(k).

Daraus ist mit Gleichung (6.4) ersichtlich, daf eine dominierende Komponen-
te genau dann auftritt, wenn die mittlere Zahl der zweitnéchsten Nachbarn
die der néchsten Nachbarn iibersteigt

Vo > 1.

6.1.2 Perkolation auf Small-World-Graphen

Perkolationsphdnomene sind auf Small-World-Graphen eingehend untersucht
worden. Dabei gehen die meisten Autoren vom Typ B aus, wie es hier auch
der Fall sein soll. Mit dem Hilfsmittel der erzeugenden Funktionen gelang
es MOORE und NEWMAN (2002), das eindimensionale Small-World-Modell
exakt zu losen, und zwar sowohl fiir Platz-, als auch fiir Bindungsperkolation.
Es sei [ im folgenden die Zahl der nédchsten Nachbarn auf dem Grundgitter
der GroBe L, dem ¢lL Fernverbindungen hinzugefiigt werden. Die Beset-
zungswahrscheinlichkeit werde mit p bezeichnet.

Platzperkolation

Es sei P(n) die Wahrscheinlichkeit, dafl ein beliebiger Knoten zu einer Kom-
ponente der Grofle n gehort. Als lokale Komponente werde eine Ansammlung
von besetzten Pliatzen auf dem Grundgitter bezeichnet. Diese bilden mit den
Fernverbindungen gréfiere Komponenten. Es sei Py(n) die Wahrscheinlich-
keit, dal ein zuféllig ausgewihlter Knoten zu einer lokalen Komponente der
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Grofe n gehort. Es ist ¢ = 1—(1—p)’ die Wahrscheinlichkeit, da8 wenigstens
einer der Nachbarn eines Platzes besetzt ist. Dann gilt

B 1—p firn=0
Fo(n) = {npq”_l(l —q)? fiirn>1 (6.7)

Die entsprechende Erzeugende ist

Hy(z) = ZZ"PO(n) =1 —p—i—pz%,

wie man mit der endlichen geometrischen Reihe nachrechnet. Das zweite
Gleichheitszeichen gilt zudem nur fiir groBe L. Die Verteilung der lokalen
Komponenten errechnet sich daraus mittels Gleichung (6.1). Uber vollstindi-
ge Induktion weiffit man nach, dafl fiir n > 1

d" lg" 1n(1 — g)? Dlg™n(1 — q)?
() = ™ p(1 —¢)*  (n+Dlg"p(1 —q)
dzn (1 —gz)nt (1 — gz)nt?

Daraus folgt mit Gleichung (6.1)
Po(n) = ng"~'p(1 — q)*.

Damit féllt fiir p < 1, also ¢ < 1 die Verteilung der lokalen Komponen-
ten exponentiell mit n ab. Dies wiederum rechtfertigt die Annahme, dafl die
von einer lokalen Ansammlung ausgehenden Fernverbindungen nie die gleiche
Komponente treffen werden. Es liegt also wieder eine baumartige Struktur
vor. So wird erneut gezeigt, dafl die Summenregel, wie sie in Abbildung 6.2
illustriert wurde, angewendet werden kann. Mit P(m|n) der Wahrscheinlich-
keit, dal aus einer lokalen Komponente der Grofle n genau m Fernverbin-
dungen ausgehen, kann man also fiir die Erzeugende von P(n) schreiben als

H(z) =) 2"Pyn) )y P(mln)[H(2)".

Da es im Graphen 2¢!L Enden von Fernverbindungen gibt, gilt

P = (P48) 2] [ 2

Damit wird

HE) = S [1+ ) -]
- i (221D ()

_ Hy(22HG)D),
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wobei das zweite Gleichheitszeichen im Fall grofier L gilt. Um diese Formel
numerisch auszuwerten ist es giinstig, vom Cauchyschen Integralsatz Ge-
brauch zu machen (vgl. Gl. 6.1). Ebenso kénnen nun leicht die Momente der
Verteilung berechnet werden (Gl. 6.2). Es ist der Mittelwert der Komponen-
tengrofle

o p(1+4q)
in) = H(1) = 1—q—2¢lp(1—q)

An der Perkolationsschwelle p. divergiert dieser Ausdruck, damit gilt

_ (1 _pC)l
0= 20pe(2 — (1 —p)t)’

Ausgehend von diesem Vorgehen, leiten MOORE und NEWMAN (2002) auch
die Skalenexponenten her.

Bindungsperkolation

Die Argumentation bei der Bindungsperkolation ist die gleiche wie bei der
Platzperkolation, allerdings mit zwei Einschrankungen. Sei nun p die Wahr-
scheinlichkeit, dafl eine Verbindung besetzt ist und [ = 1 (fiir [ > 1 werden die
Ausdriicke kompliziert und eine geschlossene Losung fiir Py(n) wurde noch
nicht gefunden). Es ist nun die Verteilung der lokalen Komponenten

Py(n) = np" (1 —p)*.

Verglichen mit Gleichung (6.7) mit ¢ = p wegen [ = 1 fehlt ein Faktor p und
Py(0) = 0. Damit folgt

(1-p)?
(1—p2)*
Die zweite Einschrankung ist, dafl zwei lokale Komponenten nicht verbunden

sind, wenn eine Fernverbindung nur existiert, sondern nur wenn diese auch
besetzt ist. Deswegen mufl ¢ nun durch ¢p ersetzt werden.

Hy(z) ==z

H(z) = HO(Ze2¢p(H(Z)—1))

und

o H)(Yy L+p
() = H(1)=1 —2¢pHy(1) 1 —p—2¢p(1+p)
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Woraus die Gleichung

fiir die kritische Wahrscheinlichkeit folgt.

Es wurden im Zusammenhang mit Perkolation auch einige andere Fra-
gestellungen untersucht. WARREN et al. (2001) haben die Moglichkeit ei-
ner variablen Besetzungswahrscheinlichkeit untersucht, die einer vorgegebe-
nen Verteilung folgt. Die Bindungsperkolation im Small-World-Modell mit
zweidimensionalem Grundgitter sind von NEWMAN et al. (2002) beschrieben
worden. Das Vorgehen im d-dimensionalen Fall ist das gleiche wie im eindi-
mensionalen, allerdings ist L durch L? zu ersetzen und fiir ¢ schreibt man
nun ¢d. Es ergibt sich so fiir die Perkolationsschwelle

2dlgpHy (1) p=p. = 1.

Dieser Ausdruck wird nun von NEWMAN et al. (2002) in einer Reihenentwick-
lung ausgewertet. Weitere Ergebnisse der Perkolationstheorie fiir Netzwerke
verschiedenen Typs finden sich bei ALBERT und BARABASI (2002) und Do-
ROGOVTSEV und MENDES (2002).

6.2 Dynamische Modelle

Auf Gittern und Netzwerken wurden in den vergangenen Jahren verschiede-
ne dynamische Modelle vorgeschlagen, die dazu dienen sollen, die Ausbrei-
tung von Krankheiten, von Geriichten, Waldbrénden oder auch die Aktivitét
von Nervenzellen zu beschreiben. Im folgenden sollen vor allem Modelle auf
Small-World-Graphen besprochen werden. Ein Uberblick bietet NEWMAN
(2000). Weitere Hinweise finden sich am Ende von Abschnitt 4.3.

Das SI-Modell*

Im Zusammenhang mit der Ausbreitung von Prionen im Gehirn wurde ein
Modell vorgeschlagen, in dem die Knoten exakt zwei Zustdnde einnehmen
konnen, ndmlich empfindlich (ENGL. susceptible) und infiziert (ENGL. in-
fected). Ein Knoten, der infiziert ist, bleibt fiir immer infiziert und steckt
in jedem Zeitschritt mit Wahrscheinlichkeit p seine Nachbarn an. Das Mo-
dell ist begriindet in der langen Inkubationszeit der Krankheit, so dafi das
Absterben von Zellen die Ausbreitung nicht beeinflufit. Es wurde numerisch
auf verschiedenen Graphentypen untersucht, z. B. auf skalenfreien und auf
Small-World-Graphen (MATTHAUS 2004).
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Beginnt man in einem d-dimensionalen Small-World-Modell mit M Fern-
verbindungen (Typ C) und fiihrt einen infizierten Knoten ein, so wird das
Netzwerk nach endlicher Zeit vollsténdig infiziert sein, falls p > 0. Es stellt
sich die Frage, wie die Infektion ablduft und nach welcher Zeit der gesamte
Graph befallen ist.

Fiir p = 1 ist das Modell bereits durch die Uberlegungen in Abschnitt 5
erfafit. Fiir p < 1 ist es etwas komplizierter: Im eindimensionalen Modell gibt
es fiir M = 0 immer genau zwei Knoten an der Oberfléche, die Krankheit wird
sich nun im Mittel pro Schritt nur p Pldtze ausbreiten und statt L/2 wird es
nun etwa pL/2 dauern, bis das ganze Gitter befallen ist. Analog kénnte man
annehmen, dafl im Kontinuumsfall der Anteil der infizierten Knoten gegeben
ist durch

I(x,p, M) = I(zp,1,pM), (6.8)

wobei angenommen wird, dafl sich die effektive Zahl der Fernverbindungen
auf pM reduziere. I(x,1, M) ist durch die Geometrie gegeben und entspricht
m (vgl. GL 5.9). Es folgt

0
il M) = —TI(y.1.pM
or (z,p, M) 9y (y,1,pM)

mit y = ap.
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Abbildung 6.3: SI-Prozef auf eindimensionalem Small-World-Graph (Typ C, [ = 1)
w fiir pM = 900,500,100 (links nach rechts) in blau. In rot % iiber y
fir p=10,9;0,5;0,1 und M = 1000.

Die Simualtion zeigt jedoch, dafl (6.8) nicht gerechtfertigt ist (Abb. 6.3):
Der Ansatz unterschétzt die Wirkung der Fernverbindungen; die minimalen
Abstéande sind kiirzer, als man es nach Gleichung (6.8) erwarten wiirde. Die
effektive Zahl von Fernverbindungen M. ist nach oben durch M beschrénkt,
deswegen gilt pM < My < M.
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7 p
Abbildung 6.4: Links: Verlauf der Ausbreitung einer SI-Krankheit auf dem reguléren,
zweidimensionalen Gitter mit [ = 1. Die Wahrscheinlichkeit geht von 0,025 (flachste Kurve)
in Schritten von 0,025 bis 1 (steilste Kurve). Es wurde iiber 2000 Durchgiinge gemittelt.
Rechts: Steigung von a, (i) fiir verschiedene Punkte i = 5, 10, 20, 30, 40, 50 von blau nach
rot.

In zwei Dimensionen ist bereits der Fall des reguldren Gitters komplizier-
ter. Durch Umskalieren kann die Wahrscheinlichkeit nicht auf p = 1 transfor-
miert werden. Bei der Ausbreitung eines Keimes findet man den Verlauf a,(7)
gemifl Abbildung 6.4 (links). Bis auf die unmittelbare Anfangsphase scheint
es einen linearen Anstieg zu geben. Diese Steigung hat einen Verlauf geméif3
Abbildung 6.4 (rechts). Wird dieses allgemeine a, in die Iterationsgleichung
(5.8) eingesetzt, so bleibt die Frage zu beantworten, inwieweit p < 1 zu einer
effektiven Absenkung der Zahl der Fernverbindungen fithrt. Nimmt man an,
dafB sich ihre Zahl nicht reduziere, so erhélt man aus (5.8) und (5.7) folgende
[terationsgleichungen

ALL(i) = %Q(i}Mj—nAgu—j+m—%@—n> (6.9)
ALG) = ZLALG - )G + ALG)] (6.10)

) L2d
AI(G) = AL(i)+ AL
I(i) = AIG)+1(—1)
100) = 1

Deren Ubereinstimmung mit den Ergebnissen einer Simulation ist aus Abbil-
dung 6.5 zu entnehmen. In diesem Bereich (kleine M) scheint es gerechtfertigt
zu sein, von My ~ M auszugehen. Allerdings zeigt sich in Abbildung 6.6,
daf dies fiir groflere Zahlen von Fernverbindungen nicht mehr gilt.

Das elementare Problem der SI-Infektion auf dem quadratischen Gitter
konnte vom Autor nicht gelost werden. Moglicherweise gibt es dazu bereits
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Abbildung 6.5: SI-Modell auf zweidimensionalem Small-World-Graph (Typ C,l =1, M =
100) mit p = 0,1;0,2;...;1 von blau nach rot. Kreuzchen stehen fiir Ergebnisse einer
Simulation (30 Stichproben), durchgezogen die Berechnung nach den Iterationsgleichungen
(6.9) und (6.10).

eine Losung. Die Funktion a,(i) wurde bis ¢ < 50 aus Ergebnissen der Simu-
lation entnommen und anschliefend fiir groflere Werte linear extrapoliert.

Das SIS-Modell

Ein anderes Modell kennt ebenfalls nur die zwei Zustinde empfindlich und
infiziert, 1aB3t infizierte Knoten aber entweder nach einer festen Zeit oder mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit ¢ wieder gesunden, dann jedoch kénnen
sie ein weiteres Mal angesteckt werden usw.

Von PASTOR-SATORRAS und VESPIGNANI (2001) wurde dieses Modell
auf Small-World- und auf skalenfreien Graphen untersucht. Im Fall von Small-
World-Graphen lag ein eindimensionales Modell mit ¢ = 1 zugrunde. Folglich
handelte es sich um einen Zufallsgraphen mit der Einschrankung, dafl jeder
Knoten wenigstens eine gewisse Zahl von Verbindungen hat. Die infizierten
Knoten sollten nach einem Zeitschritt in den empfindlichen Zustand zuriick-
kehren. In einer kontinuierlichen Molekularfeldndherung ergibt sich fiir den
zeitlichen Verlauf des Anteils der infizierten Knoten

oI(t)

5 = —1(t) + p(k)I1(t)[1 — I(t)] + Terme hoherer Ordnung.  (6.11)

Diese Gleichung kann im Fall ¢ < 1 (bzw. M < L%) nicht giiltig sein:
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Abbildung 6.6: SI-Modell auf zweidimensionalem Small-World-Graph (Typ C, 1 =1, p =
0,5). Kreuzchen stehen fiir Ergebnisse einer Simulation (200 Stichproben), durchgezogen
die Berechnung nach den Iterationsgleichungen (6.9) und (6.10).

Die Ausbreitung der Infektion auf einem reguléren Gitter, welche in diesem
Fall die Ausbreitung gegeniiber Fernverbindungen dominiert, héangt nicht von
der Zahl der infizierten Knoten, sondern von der Gréfle der Oberfliche der
infizierten Knoten ab, da nur diese weitere Knoten anstecken kénnen.

Wenn man davon ausgeht, dal das System fiir lange Zeit in ein Flie3-
gleichgewicht einlauft mit der Bedingung

oI(t) _
ot 0

so folgt
I[-1+4pk)y(1 = 1)] =0.

Dies definiert eine Schwelle p. = 1/(k). Fiir p < p, wird fiir groie Zeiten I = 0
sein und aus Gleichung (6.11) folgt in erster Ordnung, dafi der Anteil der
Infizierten exponentiell bis zum Aussterben der Infektion abnehmen wird. So
kann eine charakteristische Zeitskala eingefiithrt werden. Fiir p > p, wird I =
(p—pe)/p- In numerischen Untersuchungen bestétigten sich diese Ergebnisse.

Es wurde auch das skalenfreie Modell untersucht. Im Gegensatz zum
Small-World-Graphen gibt es hier fiir v < 3 keine Schwellenwahrschein-
lichkeit p. bzw. p. = 0, so daB fiir alle Infektionswahrscheinlichkeiten eine
Ausbreitung der Infektion stattfinden wird. Dies ist eine Folge der Existenz
von Knoten mit sehr grofem Grad — da P(k) nicht exponentiell, sondern
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als Potenzgesetz abféllt, sind diese relativ wahrscheinlich. Es wurde gezeigt,
daBl ein gezieltes Immunisieren solcher Knoten jedoch zum Auftreten einer
Schwellenwahrscheinlichkeit fiihrt (DEZSO und BARABASI 2002).

Das SIR-Modell

Eine Moglichkeit, die vom SI- und SIS-Modell nicht erfafit wird, ist das Ster-
ben von Individuen nach einer Infektion. Fiir die Ausbreitung der Krankheit
ist dies von der gleichen Wirkung, wie eine Immunisierung, die sich nach
ausgeheilter Infektion einstellen kann, wie es bei Viren zu beobachten ist.
Im Modell wird ein dritter moglicher Zustand eingefiihrt: Nach dem Zustand
infiziert folgt der Zustand entfernt (ENGL. removed, daher SIR-Modell) bzw.
genesen (ENGL. recovered).

Wenn jeder Knoten einen Zeitschritt infiziert ist, bevor er stirbt und je-
der empfindliche Knoten, der mindestens einen infizierten Nachbarn hat mit
Wahrscheinlichkeit p selbst erkrankt, so 14t sich die Ausbreitung der Krank-
heit auf das Problem der Bindungsperkolation abbilden. Falls p < p. wird
sich die Krankheit nicht {iber das ganze Netzwerk ausbreiten. Die Vertei-
lung der Komponentengrofle entspricht unterhalb der Perkolationsschwelle
der Verteilung der Grofle eines Ausbruchs der Krankheit.

Ebenfalls im Zusammenhang mit dem SIR-Modell wurde darauf hingewie-
sen, dafl manche Individuen tiberhaupt nicht empfindlich sind fiir bestimmte
Krankheiten und nur ein Teil die Infektion weitertrigt. Es mufl zwischen der
Empfindlichkeit und der Durchldssigkeit unterschieden werden. Wahrend je-
ne die Wahrscheinlichkeit angibt, dafl ein Individuum empfindlich fiir eine
Krankheit ist, steht diese fiir die Wahrscheinlichkeit, dafi der Kontakt eines
empfindlichen aber gesunden Individuums mit einem infizierten zur Infektion
des gesunden fiihrt. Bindungsperkolation ist dann dquivalent zum Fall, daf3
die Empfindlichkeit gleich eins ist, und p fiir die Durchléssigkeit steht. Wenn
die Empfindlichkeit p ist und die Durchléssigkeit gleich eins ist, so handelt
es sich um eine Analogie zur Platzperkolation (NEWMAN und WATTS 1999b;
MOORE und NEWMAN 2000).

WARREN et al. (2001) haben eine zweidimensionale Grundgeometrie fiir
die Beschreibung von Pflanzeninfektionen vorgeschlagen. Von ihnen wurde
klargestellt, dafl im klassischen Perkolationsproblem dieser Art, eine starke
Musterbildung mit Inseln und Schutzwéllen bzw. Bannmeilen (ENGL. fire-
wall) in der superkritischen Phase nur fiir p ~ p. auftritt. Es sei aber zu
bezweifeln, dafl die bei der Ausbreitung von Krankheiten in der Natur haufig
beobachteten Muster darauf zuriickgehen, dafl die Ansteckungswahrschein-
lichkeiten so nahe beim kritischen Wert liegen. Um dies zu &ndern, machten
sie den Ansatz, dafl p keinen festen Wert habe, sondern einer Verteilung f(p)
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folge. Jeder infizierte Knoten bleibe eine Zeit 7 infektios fiir seine Nachbarn,
bevor er gesunde und immun werde. Hétte p einen festen Wert, so wére die
Wahrscheinlichkeit einen Nachbarn anzustecken ¢ =1 — (1 — p)7, nun ist

o=1- / (1 - ) f(p)dp.

An die Stelle von p tritt jetzt der Ordnungsparameter 7. Fiir bestimmte Ver-
teilungen f(p) wird der Anstieg der Grofie der dominierenden Komponente
als Funktion von 7 breiter. Diese Beobachtung bleibt auch fiir ein zweidi-
mensionales Small-World-Modell giiltig.

Das SIRS-Modell

Um die Maul- und Klauenseuche zu modellieren, haben AGIzA et al. (2003)
das SIR-Modell erweitert. Jeder empfindliche Knoten erkrankt hier mit Wahr-
scheinlichkeit p; beim Kontakt mit einem infizierten, gesundet nach einem
Schritt und wird danach mit Wahrscheinlichkeit py wieder empfindlich. Die
entsprechenden Phasen wurden von ihnen auf numerischem Wege untersucht.

Modelle fiir erregende Neuronen*

Auf vollstdndig verbundenen Graphen wurden bereits Modelle fiir das Ge-
déchtnis untersucht. MORELLI et al. (2004) legten ihrem Ansatz eine Small-
World-Architektur zu grunde. Sie fanden eine kritische Wahrscheinlichkeit,
unterhalb der keine gespeicherten Muster wiedergefunden werden konnten.
ROXIN et al. (2003) brachten dynamische Modelle auf Small-World-Gra-
phen als Beispiel neuronaler Aktivitdt ins Spiel. Sie untersuchten integrie-
rende Neuronen (ENGL. integrate-and-fire) in einer eindimenionalen Small-
World-Architektur mit [ = 1, deren langreichweitige Verbindungen gerichtet
sind. Thr besonderes Interesse gilt dem Auftreten selbstausgeloster Aktivitét:
In einem eindimensionalen Modell ohne Fernverbindungen sei die externe
Spannung derart, dafl bereits ein einziger Impuls geniigt, alle seine Nach-
barn zum Feuern zu bewegen. Erregt man nun kiinstlich eine Zelle, so wird
sie mit einer gewissen Verzogerung ihre Nachbarn erregen, die wieder ihre
Nachbarn usw., wobei ein Zuriicklaufen der Erregung durch die Refraktérzeit
der Neuronen nach dem Impuls verhindert wird. So lauft die Erregung nach
AuBlen bzw. bei periodischen Randbedingungen loscht sie sich selbst aus.
Werden nun zusétzlich gerichtete Fernverbindungen eingefiigt, so besteht die
Moglichkeit, dafl die Erregung an Stellen des Netzwerkes lauft, die bereits er-
regt waren. Dies kann sich, bei geeigneter Netzwerkarchitektur beliebig wie-
derholen, so dafl die Erregung nicht abklingt. Dann spricht man von selbst-
ausgeldster Aktivitat (ENGL. self-sustained activity). Wenn jedoch zu viele
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Abbildung 6.7: Eindimensionales Small-World-Modell (Typ C, L = 1000, = 1, M = 100).
Oben: SIRS-Aktivitdtsmuster mit Knotennummer als Ordinate und Zeit als Abszisse.
Rote Knoten sind erregt, die restliche Farbgebung verdeutlicht das Abklingen der Re-
fraktérzeit ¢, = 10. Unten: Zahl der Aktiven als Funktion der Zeit.

Fernverbindungen vorliegen, so wird ein einzelner Puls in wenigen Schritten
auf das ganze Netzwerk iibergreifen, das dann in eine Refraktérphase fillt,
so da} die Erregung nicht weitergegeben werden kann; die Aktivitdt klingt
ab. Dieses Problem kann zum Teil durch lange Verzogerungen bei der Er-
regungsiibertragung ausgeglichen werden. Eine kritische Wahrscheinlichkeit
fiir die Existenz von Fernverbindungen wurde eingefiihrt, indem bei dieser
Wahrscheinlichkeit die charakteristische Wegldange mal die Verzogerung der
Ubertragung gleich der Refraktiirzeit angenommen wird.

In Anlehnung an dieses Modell soll ein noch einfacheres Modell untersucht
werden, das wie das SIRS-Modell aus drei Zustédnden bestehe: Jede Zelle ist
zu Beginn empfindlich, einige Knoten werden von aufien erregt, anschlieffend
errege jede Zelle mit Wahrscheinlichkeit p die Zellen, mit denen sie verbun-
den ist. Nach einem Zeitschritt wird eine erregte Zelle fiir ¢, Schritte taub,
bevor sie wieder empfindlich wird. Dieses Modell wurde auf dem eindimen-
sionalen und zweidimensionalen Small-World-Graphen untersucht. Es stellte
sich heraus, dafl fiir eine bestimmte Wahl von Parametern M, p und ¢, ei-
ne selbstausgeloste Aktivitdat auftritt (Abb. 6.7). In einem gewissen Teil der
Félle zeigte die Aktivitdt zudem eine Schwingung in der Zahl der erregten
Knoten. Da im Gegensatz zum Modell von ROXIN et al. (2003) die Fernver-
bindungen in beide Richtungen Erregungen weiterleiten kénnen, kann es fiir
p = 1 unabhéingig von M nur zu einer Aktivitdt kommen, wenn ¢, = 0.

Es wurde untersucht, fiir welche Wahrscheinlichkeiten p selbstausgeloste
Aktivitdat auftritt. So ergaben sich die Phasendiagramme Abb. 6.8. Der Ver-
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Abbildung 6.8: SIRS-Modell mit ¢, = 10 auf Small-World-Modell (Typ C, I = 1): Unter-
halb der roten und oberhalb der blauen Kurve ist die Wahrscheinlichkeit selbstausgelste
Aktivitéit zu finden kleiner 50%; die Balken geben an, wie grofi die Spanne ist, in der
die Wahrscheinlichkeit von 40% auf 60% steigt. Links: Eindimensional L = 1000, Mit-
telung iiber 200 Durchginge. Rechts: Zweidimensional L = 100, Mittelung iiber 100
Durchgénge.

lauf der einzelnen Wahrscheinlichkeiten ist fiir des eindimensionale Modell in
Abbildung 6.9 zu sehen. Unterhalb der kritischen Wahrscheinlichkeit klingt
die Aktivitidt exponentiell mit der Zeit ab (Abb. 6.10).

Unmittelbar oberhalb von p. bleibt die Zahl der aktiven Knoten konstant.
Steigt p weiter, so wird durch die schnelle Ausbreitung der Erregung ein
Teil der Knoten fiir ¢, taub und kann nicht direkt erregt werden. Dies fiihrt

zu einer Schwingung der Zahl der Aktiven, wie sie fiir eine Dimension in
Abbildung 6.7 zu sehen ist.
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Abbildung 6.9: Eindimensionales Small-World-Modell (Typ C, L = 1000, [ = 1): Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten selbstausgeloster Aktivitéit als Funktion der Erregungs-
wahrscheinlichkeit p fiir verschiedene Werte von M.
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Abbildung 6.10: Zweidimensionales Small-World-Modell (Typ C, L = 100, M = 1000,
I = 1): Zeitlicher Verlauf der Zahl der erregten Knoten. Mittelung iiber 100 Durchgénge.

Die untere Grenze fiir das Auftreten von Aktivitat ist bestimmt durch
die kritische Wahrscheinlichkeit

1
(kegr)

Denn genau dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein erregter Knoten im
néchsten Schritt genau einen anderen Knoten ansteckt, gleich eins. Der ef-
fektive Grad hangt von verschiedenen Parametern ab. Er ist nicht gleich dem
tatséichlichen Grad minus eins, denn der aktive Knoten ist von wenigstens
einem, manchmal aber auch mehreren Knoten umgeben, die im vorherigen
Schritt aktiv waren und die Erregung weitergegeben haben. Aulerdem ist
ein Teil der Knoten durch die Refraktérzeit taub fiir eine Erregung. Dies
reduziert ebenfalls den effektiven Graph. Es wird folgender Ansatz gemacht:

Pe =

2M"
(Kegr) = (Kegrdo + — g (6.12)

Der effektive Grad des reguldren Gitters (kess)o ist aus der entsprechenden Si-
mulation bestimmbar. Der Exponent n beriicksichtigt die Wahrscheinlichkeit,
daBl bei groen Anzahlen von Knoten doppelte Verbindungen zwischen zwei
Plédtzen moglich sind und die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine Fernverbindung zu
einem anderen erregbaren Knoten fiihrt, absinkt. Im eindimensionalen Fall
ist (kefr)o = 1 und der Exponent n = 1 gibt eine vergleichsweise gute Be-
schreibung der kritischen Wahrscheinlichkeit. Fiir den zweidimensionalen Fall
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Abbildung 6.11: Verlauf der unteren kritischen Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
selbstausgeloster Aktivitit (rot) und Beschreibung durch Gleichung (6.12) in blau im
Small-World-Graphen (Typ C, I = 1, ¢, = 10) Links: Eindimensionaler Fall (L = 1000)
mit (ker)o = 1 und n = 1 (200 Stichproben). Rechts: Zweidimensionaler Fall (L = 100)
mit (keff)o = 2,185 und n = 0,79 (100 Stichproben)

ist (ker)o = 2,185 und 1 = 0,79 eine gute Beschreibung des beobachteten
Verlaufs (Abb. 6.11).

Eine Frage, die hier nicht untersucht wurde, ist der Zusammenhang von
externer und interner Dynamik. Durch die Netzwerkarchitektur wird es zu
typischen internen Fluktuationen kommen, gleichzeitig kann aber auch ein
externer Einflul auf die Dynamik bestehen, zum Beispiel durch gezieltes Er-
regen bestimmter Zellen im Fall von neuronaler Aktivitédt. Hier wurde nur
einmal zu Beginn eine bestimmte Zahl von Zellen erregt. Wiahrend bei der
Frage nach der oberen Grenze der selbstausgelosten Aktivitéat nur ein einziger
Knoten erregt wurde, wurden an der unteren Grenze 1% der Knoten, gleich-
verteilt iiber den Graphen, erregt. Wéren nur einzelne Knoten erregt worden,
so hétte dies die Wahrscheinlichkeit fiir das Entstehen selbstausgeloster Akti-
vitéit abgesenkt, da von diesem einen Knoten aus erst eine ausreichend grofie
Zahl von weiteren Knoten hétte erregt werden miissen, was bei der kritischen
Wahrscheinlichkeit nur selten der Fall sein wird.

Insgesamt sollte hier aber nicht der Einflul einer externen Dynamik un-
tersucht werden. Von ARGOLLO DE MENEZES und BARABASI (2004) wurde
allerdings ein Verfahren entwickelt, welches es erméglicht, externe und inter-
ne Dynamik in komplexen Systemen zu unterscheiden.
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7 Ausblick

7.1 Blick auf die Neurophysiologie

Was kénnen die Erkenntnisse der Netzwerktheorie zum Versténdnis der Vor-
génge in Verbdnden von Nervenzellen beitragen? Die hier vorgestellten geo-
metrischen und dynamischen Modelle sind ausgesprochen abstrakt, schon
deshalb ist ihre Aussagekraft fiir reale Netzwerke begrenzt. Die Fahigkeit Os-
zillationen auszubilden ist jedoch ein viel beachteter Ansatz fiir das Verstéand-
nis neuronaler Netze (GLASS 2001; BuzsAKI und DRAGUHN 2004). Um die
Aktivitdt von Nervenzellen zu erfassen, sind erfolgreiche Modelle entwickelt
worden, wie das Hodgkin-Huxley-Modell, das seinerseits immer noch eine
starke Vereinfachung darstellt und bereits auf verschiedenen Netzwerktypen
untersucht wurde (SHIN und KiM 2004; LAGO-FERNANDEZ et al. 2000).
Ein weiterer Aspekt, der mit zunehmendem Aufwand beriicksichtigt werden
konnte ist die zeitliche Entwicklung der Geometrie durch Lernvorgénge.

Die Frage, welche Geometrie die Synapsen, Gap Junctions und Axone in
den verschiedenen Teilen der Gehirne von Tieren und Menschen bilden, ist
mit dem bisherigen Material nicht abschlieBend zu beantworten — abgesehen
von einigen Ausnahmen wie dem schon erwéhnten Nematodenwurm Cae-
norhabditis elegans. Dennoch haben in den letzten Jahren vermehrt auch
Biologen, Physiologen und Mediziner auf die Ergebnisse der Netzwerktheorie
zuriickgegriffen, um die Funktionsweise neuronaler Strukturen zu erkléren
(SHIN und KiM 2004; KNIGHT 2002; WHITTINGTON et al. 2000). Es wurde
auch auf Ahnlichkeiten zwischen dem InformationsfluB im Internet und dem
autonomen Nervensystem hingewiesen (FUKUDA et al. 2003).

Bei der Erforschung des Gehirns tauchte die Frage auf, wie neuronale
Strukturen das Dilemma l6sen zwischen der Funktionalitit einerseits und den
physischen Anforderungen, die beispielsweise eine beliebig aufwendige Ver-
bindungsarchitektur wegen mangelnden Platzes verbietet: Bei regelméafligen
Verbindungen, wie bei einem Gitter, werden die Laufzeiten von Erregungs-
mustern zu grof}, um den biologischen Anforderungen gerecht zu werden.
Andererseits wird eine Geometrie, die einem Zufallsgraphen #hnelt, einen
grofien Anteil an langen Verbindungen'? aufweisen, was unter ckonomischen
Gesichtspunkten umsténdlich ist. BUzSAKI et al. (2004) machten darauf auf-
merksam, dafl dieser Konflikt durch eine Small-World-Architektur gelost wer-

12O ffensichtlich ist jede Nervenstruktur in eine dreidimensionale Geometrie eingebettet.
Nimmt man an, dafl die Verbindungen zweier Nervenzellen unabhéingig von deren geo-
metrischem Abstand auftritt, so treten gleichermafien Verbindungen aller Léngen in der
Einbettungsgeometrie auf.
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den kann. Als weiteren Aspekt in diesem Umfeld weisen sie auf die Entwick-
lung unterschiedlicher Zelltypen hin.

In den Modellen aus Kapitel 6 gibt es nur einen Zelltyp nédmlich erre-
gende Zellen. Fiir das Ausbilden von Schwingungen ist aber auch ein hem-
mender Einflufl nétig, der in den besprochenen Féllen in der Refraktarphase
besteht. Die Hemmung genau der gerade aktiven Zellen ist freilich eine starke
Vereinfachung. Aus der Neurophysiologie wird hingegen die Bedeutung ver-
schiedener Zelltypen fiir die Leistungsfahigkeit von neuronalen Strukturen
betont. WHITTINGTON et al. (2000) weisen darauf hin, dafl in Abwesenheit
von hemmenden Neuronen nur eine einzige Frequenz fiir mogliche Schwin-
gungen auftritt.

Der Kortex von Séugetieren besteht aus zwei Zelltypen: erregenden (exzi-
tatorischen) Zellen und hemmenden (inhibitorischen) Interneuronen. Letzte-
re kénnen wiederum nach Erscheinung und Funktion in verschiedene Grup-
pen unterteilt werden. Eine allgemein anerkannte Einteilung der Interneuro-
nen gibt es bislang nicht. Allerdings glauben BUzsAKI et al. (2004), daB diese
Vielfalt von Interneuronen Ausdruck eines Kompromisses zwischen Verbin-
dungsokonomie und funktioneller Leistungsfdhigkeit sei. Sie vermuten, daf
einige Interneuronen mit langreichweitigen Axonen die Funktion der Redu-
zierung der Laufzeiten iibernehmen — vergleichbar den Fernverbindungen im
Small-World-Modell. Wesentlich fiir diese Idee war die Feststellung, dafl be-
reits eine sehr kleine Zahl solcher Fernverbindungen geniigt, um eine Syn-
chronisation der Netzwerkarchitektur in kurzer Zeit zu ermoglichen. Die Tat-
sache, dafl die Zahl solcher Verbindungen bei grofien Netzwerken sehr klein
(verglichen mit der Gesamtgrofie) sein kann, erschwere moglicherweise sehr
ihren Nachweis, fiithren sie weiter aus.

Beim Studium des Hodgkin-Huxley-Modells auf Small-World-Netzwerken
berichten LAGO-FERNANDEZ et al. (2000) davon, da8 nur dieser Netzwerk-
typ die Ausbildung kohérenter Schwingungen mit kurzen Antwortzeiten —
kurze Zeiten zum Einschwingen auf den stationdren Zustand — verbindet.
Als Beispiel solcher Eigenschaften in der Natur fithren sie den Riechlappen
der Wanderheuschrecke an, der die erste Verarbeitung der Informationen des
Geruchssinns vornimmt, bevor diese an weitere Teile des Gehirns weiterge-
geben werden.

Ein weiteres Beispiel fiir Netzwerkaktivitéit ist das olfaktorische System
des Zebrafisches. Auch hier wird eine Oszillation der erregenden Zellen bei
einer festen Frequenz beobachtet (FRIEDRICH und LAURENT 2004).

Insgesamt sind die hier vorgestellten Uberlegungen und Modelle noch zu
abstrakt und vereinfacht, um eine Anwendung auf biologische Netzwerke zu
ermoglichen.
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7.2 Abschlufidiskussion

In der vorliegenden Diplomarbeit wurden verschiedene Modelle zur Beschrei-
bung von Netzwerktopologien vorgestellt. Wahernd Zufalls- und skalenfreie
Graphen keinen intrinsischen Bezug zu einer Einbettungsgeometrie haben,
erfiilllen Small-World-Graphen diese Anforderung. Rédumliche Graphen be-
riicksichtigen zudem die Kosten bei der Konstruktion eines Netzwerkes. Hier-
archische Graphen verfiigen zwar als Erweiterung des skalenfreien Modells
nicht iiber eine vorgegebene Einbettungsgeometrie, weisen aber modulare
Strukturen und Gliederung auf verschiedenen Ebenen auf, so dafl zu erwar-
ten ist, dafl sie bei der Untersuchung des Zusammenhangs von Funktionalitat
und Netzwerkarchitektur einen Anstof3 geben kénnen.

Das Small-World Modell auf ein- und zweidimensionalen Grundgittern
wurde untersucht. Fiir die Verteilung der Minimalabsténde wurde ein Iterati-
onsansatz vorgestellt, der nicht von der Dimension des Grundgitters abhéngt
und in den untersuchten Féllen mit einer und zwei Dimensionen iiber einen
groBen Parameterbereich sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der Simulation zeigt. Darauf basierend wurde die Moglichkeit diskutiert, zu
einem Kontinuumsmodell iiberzugehen. Wesentlich fiir das Small-World-Mo-
dell ist dabei die Zahl der Fernverbindungen. Denn sobald die Zahl der Kno-
ten L% deutlich iiber der Zahl der Enden von Fernverbindungen 2M liegt,
dominieren die Fernverbindungen die globalen Eigenschaften des Graphen.
Um das topologische Verhalten des Graphen im Limes zu erhalten, wird er
deswegen durch eine Vergroflerung der Knotendichte des Grundgitters erzielt,
die die Zahl und Platzierung der Fernverbindungen nicht beriihrt. Ein allge-
meinerer Skalenansatz beriicksichtigte auch das Skalenverhalten des Graphen
fiir groffe Zahlen von Fernverbindungen, wobei jedoch stehts die Knotenzahl
grofler als die Zahl der Fernverbindungen sein muf.

Dynamik auf Netzwerken kam im Kapitel 6 zur Sprache. Die Bedeu-
tung der Perkolationstheorie wurde herausgearbeitet. Als dynamische Model-
le wurden besonders das SI- und SIRS-Modell diskutiert. Fiir das SI-Modell
konnte eine Ndherung in gewissen Grenzen gefunden werden. Vor allem ist
aber der Mechanismus, der zu einer reduzierten Zahl von Fernverbindun-
gen fithrt noch nicht verstanden. In zwei Dimensionen bleibt zusétzlich das
SI-Problem auf dem reguldren Gitter zu losen.

Das SIRS-Modell wurde in einer modifizierten Form auf Basis von Si-
mulationen untersucht und der Parameterbereich ermittelt, in dem es zu
selbstausgeloster Aktivitdt kommt. Die Grenzen dieses Bereich konnten in
Ansétzen berechnet werden, ein umfassendes quantitatives Verstéindnis steht
jedoch noch aus.
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